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Vorwort. 



Die Vorlesungen über Determinantentheoriei deren ersten Band 
ich hiermit der Öffentlichkeit übergebe^ bildeten den zweiten Teil in 
dem Gyklus akademischer Vortrage über allgemeine Arithmetik^ welche 
Leopold Eronecker in den Jahren 1883 — 1891 an der Berliner Uni- 
yersitat zu halten pflegte. Der Stoff war in diesen drei Vorlesungen 
über Zahlentheoriei Determinantentheorie und Algebra so verteilt^ dafs 
jede Yon ihnen ein Ganzes für sich bildete und ohne Kenntnis der 
beiden anderen vollständig verstanden werden konnte. Diese Eigen- 
schaft ist auch bei der vorliegenden Herausgabe erhalten geblieben. 

Die Determinantentheorie hat sich sowohl bei Lebzeiten Eroneckers 
und unter seiner erfolgreichen Mitwirkung^ als auch in den zwölf 
Jahren nach seinem Tode so stark und so bedeutsam entwickelt, dals 
die bisher veröffentlichten Lehrbücher dieser Disziplin nicht mehr eine 
vollständige Darstellung ihres reichen Lihaltes geben. Li dieser Be- 
ziehung bildeten die UniversitStsvorlesungen Eroneckers bereits einen 
wichtigen Fortschritt. Aber auch er hielt die Zeit noch nicht für 
gekommen, die Resultate seiner eigenen tiefergehenden Untersuchungen, 
insbesondere über die Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, 
in seinen Vorlesungen zu geben; ebenso konnte er eine Reihe von 
Untersuchungen von Frobenius, Minkowski, Hurwitz und anderen 
Forschem, welche gerade in den letzten Jahren abgeschlossen wurden 
und die so viel zur Vertiefung und Vereinfachung dieser Theorie bei- 
getragen haben, noch nicht in den Ej-eis seiner Betrachtungen ziehen. 

Eine langjährige eingehende Beschäftigung mit diesen neueren 
Problemen der Determinantentheorie hat mir aber gezeigt, dafs man 
gerade diese in besonders einheitUcher und einfacher Weise durch Be- 
nutzung imd konsequeute Ausgestaltung der Gedanken behandeln kann, 
welche Eronecker in seinen letzten Vorlesungen imd Arbeiten über 
diesen Gegenstand dargelegt hat Aus diesem Gb-unde habe ich mich 
entschlossen, die Vorlesimgen Eroneckers unter sorgfaltiger Erhaltung 
seiner Gb-undprinzipien und imter Benutzung seiner einfachen und wirk- 
samen Methoden so zu bearbeiten und fortzufOhren, dab dieses Werk 
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eine systematisclie DarsteUnng der modemen Determinaiitentheorie und 
ihrer wichtigsten Anwendungen enthält. 

Für den grofsten Teil des vorliegenden ersten Bandes konnten nun 
die Eroneckerschen Vorlesungen selbst der Bearbeitung zu Grunde gelegt 
werden; ich mochte noch kurz angeben^ welche Teile desselben ich neu 
dargestellt habe, und was die Gründe waren, die mich hierzu bewogen. 

Für Eronecker ist die Determinantentheorie ein Teil der all- 
gemeinen Arithmetik; nämlich der, welcher sich mit den Eigenschaften 
der linearen Funktionen mehrerer Variablen beschäftigt So kehrte 
einer der hervorragendsten Forscher in diesem Gebiete am Ende des 
neunzehnten Jahrhunderts wieder zu derjenigen Auffiusisung der Deter- 
minanten zurück, welche zweihundert Jahre früher ihren Entdecker 
Leibnitz und seinen Nachfolger Eramer auf die Bildung dieser merk- 
würdigen Ausdrücke hingeführt hatte; denn auch sie betrachteten 
dieselben als Zahler und Nenner der Brüche, welche sich bei der Auf- 
lösung von n linearen Gleichungen mit n unbekannten ergeben. 

Wie einfiEtch, durchsichtig und naturgemäb sich bei diesem durch 
Leibnitz gewiesenen Eingange die elementare Theorie der Determinanten 
aufbaut, wenn der Weg durch die reichen Hilfsmittel der modernen 
Wissenschaft geebnet wird, das werden die Leser dieses Werkes 
hoffentlich erkennen. Eronecker legte in seinen Vorlesungen be- 
sonderen Wert darauf, diese Einfachheit recht deutlich hervortreten 
zu lassen; und so gab er vor der Darstellung der allgemeinen Theorie 
eine sehr eingehende Untersuchung der Determinanten zweiter, dritter 
und vierter Ordnung und ihrer Anwendungen auf die Geometrie, 
die Arithmetik imd die Formentheorie. So erreichte er, dafs seine 
Hörer bereits mit dem Determinantenkalkul wohl vertraut waren, 
wenn er nun dazu überging, aus der Betrachtung der Lösung eines 
Systemes von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten alle Ghrund- 
eigenschaften der Determinanten n^' Ordnung mit einem Schlage in 
Evidenz zu setzen. 

Durch die immer erneute Durcharbeitung und VereinfiEhchung der 
Deduktion wurde dieser erste Teil der Vorlesung ein Meisterwerk an 
Elarheit und Einheitlichkeit Die ersten sechzehn Vorlesungen des 
vorliegenden Bandes, sowie die beiden ersten Paragraphen der sieb- 
zehnten (S. 1 — 299) wurden im Anschlüsse an diese Darstellung 
Eroneckers bearbeitet Dagegen wurde der nunmehr noch kurz zu 
besprechende letzte Teil dieses Bandes von mir hinzugefügt 

Aus der Theorie der linearen Gleichungen ergibt sich das Haupt- 
resultat^ daÜB die Determinante eine Funktion der n' Elemente eines quadra- 
tischen Systemes (Ugk) ist, welche durch zwei leicht angebbare Eigen- 



Vorwort. VII 

Schäften bis auf eine multiplikative Eonstante bestimmt ist. Mit seiner 
Hilfe können alle elementaren Sätze dieser Theorie ohne jede Rechnung 
erschlossen werden.*) Es liegt nnn nahe^ statt des quadratischen Systemes 
ein rechteckiges System oder eine Matrix (u^) von m Horizontalreihen 
und n Yertikalreihen zu Gb-unde zu legen, und nach denjenigen Funk- 
tionen S(U{k) dieser mn Elemente zu fragen, welche in Bezug auf sie 
dieselben beiden charakteristischen Eigenschafben besitzen. So gelangt 
man in konsequenter Erweiterung jener Eroneckerschen Fragestellung 
zu einem ganz allgemeinen Satze, aus dem sich das Multiplikations- 
iheorem f&r rechteckige Matrizen, die Sätze über die ünterdeterminanten 
eines Systemes, die Jacobischen Determinantenrelationen, der Laplace- 
sche Determinantensatz u.a.m. als fiut selbstrerständliche Folgerungen 
ergeben. 

Die groise Zahl dieser Determinantenrelationen läJst sich durch 
wenige sehr einfache Gleichungen ersetzen, wenn man zugleich mit 
einem Systeme U '^ (upq) die sogenannten abgeleiteten Systeme 
C^*^= (4*«)i ^'^"= i^phf • • • einführt, deren Elemente die Unterdeter- 
minanten zweiter, dritter, . . . Ordnung von (Upq) sind. Dann kann 
das allgemeine Multiplikafionstheorem durch den Satz ersetzt werden, 
dab aus jeder Gleichung {7 F=» TT für drei beliebige Systeme die 
n Eompositionsgleichungen U^^^ V^^^ = W^^^ fttr die abgeleiteten Systeme 
notwendig folgen. 

Durch die Arbeiten neuerer Forscher war das Gebiet der Deter- 
minanteniheorie in der zweiten Hälfte des Yorigen Jahrhunderts wesent- 
lich erweitert worden, so dab es jetzt das groise Gebiet der Systeme 
oder Matrizen, die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen, ihre Ein- 
teilung in Elassen und die zu ihnen gehörigen Invarianten umfiLtst 
Besonders durch die greisen und gedankenreichen Arb^iten von Stephen 
Smith und Frobenius wurde das Rechnen mit diesen Systemen so aus- 
gebildet und vereinfacht, dafs alle diese kompliziertesten und tiefsten 
Resultate der Determinantentheorie zu ganz einfachen Sätzen einer 
Arithmetik werden, welche nur etwas schwerer ist, als die elementare 
Zahlenlehre. 

Ein den Anforderungen der modernen Wissenschaft entsprechendes 
Lehrbuch der Determinantentheorie darf diese Untersuchungen jetzt 
um so weniger übergehen, als neuere Arbeiten von Frobenius gezeigt 
haben, wie wunderbar einfach sich mit ihrer Hilfe die wichtigen und 

*) Die beiden charakteristiBchen Eigenschaften der Determinanten, welche 
Bich hier als eine Folgerung ans der Theorie der linearen Gleichungen ergeben, 
benutzte WeierstraTs schon früher in seinen ersten Yorlesxmgen über diese Dis- 
ziplin zur Definition der Determinanten. 
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schwer beweisbaren Resultate yon Weierstrals und Eronecker über die 
Äquivalenz yon Formenscharen ablesen lassen. Gerade bei diesen Vor- 
lesungen konnte aber auf jene Fragen besonders leicht eingegangen 
werden, da Ejronecker in seinen letzten Arbeiten über diese Disziplin 
einen Weg zu betreten angefangen hat, auf welchem fortschreitend 
die hier auftretenden Fragen der höheren Determinantentheorie vielleicht 
noch einfacher behandelt werden können, als dies firüher möglich war. 

Eronecker hat in seinen Vorlesungen yon yomherein das Multipli- 
kationstheorem für die Matrizen in den Vordergrund gestellt, imd zwar 
nicht nur für die Komposition dieser Systeme, sondern besonders für 
ihre Dekomposition. Ebenso nämlich, wie sich eine ganze Zahl in ein 
Produkt yon Primfaktoren zerlegen laJbt, kann eine Matrix als Produkt 
einfachster Elementarsysteme dargestellt werden; und diese spielen dann 
in der Arithmetik der Systeme genau dieselbe Bolle, wie die Prim- 
zahlen in der elementaren Zahlentheorie. Bildet man nun die Lehre 
yon diesen Elementarsystemen weiter aus, so lassen sich aUe die 
schönen Satze yon Stephen Smith und Frobenius über die Bedingungen 
für die Teilbarkeit der Systeme durcheinander und über die ver- 
schiedenen Arten der Äquivalenz sowie ihre zahlreichen Anwendungen 
auf die Formentheorie rein arithmetisch ableiten. Einem Teile dieser 
Untersuchungen sind die beiden letzten Vorlesungen dieses Bandes ge- 
widmet; dieselben werden im AnÜEUige des zweiten Bandes vollständig 
durchgefELhrt werden. 

Mit besonderem Danke möchte ich auch an dieser Stelle der 
Hilfe gedenken, welche mir Herr E. Netto durch die sorgMtige Durch- 
sicht der Korrekturbogen und seine wertvollen kritischen Bemerkungen 
geleistet hat Auch Herr Heinrich Jung hat mich bei der Korrektur 
dieses Bandes in ^dankenswertester Weise unterstützt. 

Möchten diese Vorlesungen, deren Herausgabe und Bearbeitung 
das Ergebnis mehrjähriger Beschäftigung mit dieser Disziplin gewesen 
ist, auch anderen deutlich machen, wie naturgemals und anwendbar 
die Prinzipien sind, welche Kronecker in der allgemeinen Arithmetik, 
diesem seinem eigensten Oebiete, entwickelt hat, und möchten sie An- 
regung geben zur weiteren Erforschung der hier noch ihrer Lösung 
harrenden Fragen. 

Marburg, den 28. Juli 1903. 

K. Hensel. 
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Erste Vorlesniig. 

Einleitimg: Die Determinanten sind ein Werkzeug znr AnflOsang linearer Glei- 
chungen.— Ihre Erfindung durch Leibmtz und Gramer.— Vandermonde und Lagrange.— 
Gaufs und seine arithmetische Behandlung der Determinanten. — Systematischer 
Aufbau der Theorie durch Cauchy, Jacohi und dessen Schüler. — Die Determinanten 
als Invarianten. Cayley und Sylvester. 

§1. 

In der Vorrede zu seinem wertroUen Lehrbnche der Determinanten 
bezeichnet Bichard Balzer dieselben als ein „mächtiges Instroment der 
Algebra und Analysis'^ In der Tat waren sie dies ursprünglich nnd 
sind es auch heute noch^ ja ihre Bedeutung nach dieser Richtung hin 
ist sogar mit jedem Jahre grolser geworden. Wären die Determinanten 
aber weiter nichts als ein wertvolles Werkzeuge so hätten sie eine 
lediglich formale Bedeutung^ und ihr Studium besäbe kein selbständiges 
wissenschaftliches Interesse; in Wahrheit ist dies nicht der Fall, son- 
dern die jetzige Stellung dieser Theorie in der Qesamtwissenschaft 
geht weit hinaus über den Zweck, der sie ursprünglich ins Leben 
rief; in der Tat treten bei den Determinanten; zum ersten Male und 
in ihrer einfeMshsten Erscheinung Eigenschaften hervor, welche den 
wichtigsten und höchsten Qebieten der Algebra und Analysis zukommen, 
und das Studium derselben hat zur Erschliefsung dieser grolsen Be- 
reiche die Anregung Tmd das Vorbild gegeben. 

Ursprünglich waren die Determinanten aber wirklich ein Instru- 
ment, und in diesem Sinne kann man auch sagen, sie seien nicht wie 
eine Schöpfung der Natur entdeckt, sondern wie ein wichtiges Werk- 
zeug erfunden worden, und die merkwürdige Geschichte ihrer Ent- 
stehung erinnert sehr an diejenige anderer grofser Erfindungen. 

Vor ungefähr zweihundert Jahren nämlich wurde Leibnüz bei Ge- 
legenheit der Auflösung eines Systems yon Qleichungen ersten Ghrades mit 
mehreren unbekannten auf Ausdrücke geführt, welche in einfacher 
und gesetzmäijsiger Weise aus den Qleichungskoeffizienten zusammen- 
gesetzt sind, und welche eben heute Determinanten genannt werden. 
Mit ihrer Hilfe konnte dann das Resultat der Elimination von n ün- 
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bekannten aus (n + 1) linearen Qleichungen nnmittelbar hingeschrieben 
werden. Nach einer vorbereitenden Mitteilung yom März 1693 setzt 
LeibnÜ0 in einem Briefe vom 28. April desselben Jahres seinem 
Freunde V Hospital diese neue Erfindung sehr genau auseinander '^)y 
gibt eine ausführliche Vorschrift für die Bildung dieser Ausdrücke 
und spricht sich in diesem und in einem folgenden Briefe dahin 
aus^ dafs er sich von seinem Gedanken für den Fortschritt der 
Wissenschaft viel verspreche; ja sogar^ daiis er ihn für einen der 
wichtigsten in der Analysis halte. Obwohl nun Leibnitz seine Er- 
findung auch durch den Druck bekannt gemacht hat; besonders in 
einer Abhandlung^ welche im Jahre 1700 in den Acta Eruditorum ver- 
öffentlicht worden ist**); und auch hier seine Überzeugung von der 
Fruchtbarkeit der zu Grunde liegenden Idee nochmals in lebhaften 
Worten aussprach , so geriet diese dennoch vollständig in Yergessen- 
heit; so vollständig; dals erst Dirichlet diese Erinnerung wieder ans 
Licht gefordert; und damit nachgewiesen hat; dals in gewissem Sinne 
Leibnitz als Erfinder der Determinanten anzusehen ist. 

Der Grund dafür, dafs eine Erfindung von diesem hohen Werte 
so vollständig verloren gehen konnte, liegt wohl darin, daiis zu dieser 
Zeit die Ausbildung der Differential- und Integralrechnimg die Erafb 
und das Interesse der G^ometer vollständig absorbierte; die erste 
Entdeckung dieses gewaltigen Hilfsmittels; welches Leibnitz auch ganz 
in seiner Weise lediglich als ein solches angesehen hat, fiel eben in 
eine Zeit, als ein Bedürfiiis, dasselbe zu benutzen, noch nicht vorlag, 
und infolgedessen geriet sie in Vergessenheit, wie dies ja in der Ge- 
schichte der Erfindungen nicht selten geschieht. 

So dauerte es denn langer als ein halbes Jahrhundert, bis die 
Determinanten von (kamer wieder entdeckt und in der im Jahre 1750 
veröffentlichten „Introduction ä Tanalyse des Gourbes alg^riques^', 
Geneve 1750 p. 657 fig. bekannt gemacht wurden. Wenn nun aber 
auch auf der einen Seite hervorgehoben werden mub, dals Cramer 
durch die vollständig vergessene Xei&ni/;ersche Erfindung in keiner 
Weise beeinfluist werden konnte; am allerwenigsten durch die in 
Leibnitz* Brief an VHospiial ausgesprochene Bildungsregel der Deter- 
minanten, dab also seine Erfindung ihm und ihm allein zuzuschreiben 
ist; so muis doch anderseits bemerkt werden; dals auch Cramer seine 
Ausdrücke nicht um ihrer selbst willen; sondern einzig und allein 
zur Auflösung der linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten 

•) Lettres k VHospital (28. April 1698). 
•♦) Acta Eruditonun, Leipzig (1700) p. 206. 
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studiert hat^ also genau denselben Ausgangspunkt genommen und 
genau denselben Zweck im Auge gehabt hat wie LeibnÜ0. Cramer be- 
trachtete nämlich 9 ähnlich wie dies auch in diesen Vorlesungen zunächst 
geschehen soll, ein System yon n linearen Qleichungen mit n Un- 
bekannten, und zeigte, daiis sich ihre Werte als Quotienten yon 
Eoef&zientenausdrücken ergeben, deren Bildungsgesetz er erkannt 
und in der später so berühmt gewordenen sogenannten CramerBchea 
Regel ausgesprochen hat. Diese Ausdrücke, die späteren Deter- 
minanten, waren ihm aber nichts anderes, ak ein Mittel zum Zweck, 
und so fimd er es auch nicht nötig, ihnen einen besonderen Namen 
zu geben. 

Von nun an war dafür gesorgt, dab die einmal gefundenen Re- 
sultate nicht wieder in Vergessenheit gerieten; denn abgesehen davon, 
daJs jetzt die Entwicklungsperiode der Wissenschaft herannahte, in 
welcher ihre Jünger begannen, sich an formalen Resultaten zu erfreuen, 
erwachte auch das Bedür&is nach denjenigen Hilfsmitteln, welche 
die Determinantentheorie zu geben imstande war, jedoch ging man 
in den nächsten beiden Menschenaltem noch nicht an die Aufgabe 
heran, diese Gebilde um ihrer selbst willen systematisch zu behandeln. 

In besonders hervorragender Weise wurde die Einsicht in dies 
Gebiet gefordert durch die ausgezeichneten und auch heute noch im 
Originale höchst lesenswerten Abhandlungen von Vandermonde und 
Lagrtmge. Der erstere entwickelt in einem „Memoire sur l'^mination^, 
das am 12. Januar 1771 der Pariser Akademie vorgelegt und im folgen- 
den Jahre unter ihren Publikationen veröffentlicht wurde**^), unter 
Einführung einer neuen symbolischen Bezeichnung mehrere wichtige 
Eigenschaften dieser neuen Ausdrücke, und wendet die hier gefundenen 
Ergebnisse an zur Auflösung linearer Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten, sowie zur Lösung der Aufgabe, aus zwei Gleichungen des- 
selben Grades die Unbekannte zu eliminieren. Lagrange beschäftigt 
sich besonders in der Abhandlung vom Jahre 1773: „Solution analy- 
tiques de quelques problfemes sur les pyramides triangulaires'^**) zwar 
ausschlielslich mit speziellen Determinanten, nämlich mit solchen von 
9 und 16 Elementen, auf die er durch ein Problem der analytischen 
Geometrie geführt wird, mit diesen aber so eindringend Tmd ausführlich, 
dals jene Arbeit füglich für eine vollständige Darstellung aller hier 
überhaupt in Betracht kommenden Beziehungen, welche die moderne 
Theorie gibt, angesehen werden kann. 

*) Histoire de rAcad^mie Royale des sciences, ann^e 72, seconde partie, 
p. 616. 

•^ NouveUes m^moireB de TAcad^mie Royale de Berlin, annde 1778, p. 149. 
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Von ganz anderen Gesichtspunkten als den bis jetzt angegebenen 
ausgehend wurde Gaufs auf diese Ausdrücke hingeführt^ und er war 
es^ welcher ihnen den jetzt gebräuchlichen Namen beilegte^ wenn auch 
unter einem ihm eigentümlichen Gesichtspunkte. In der Theorie der 
quadratischen Formen von zwei und von drei Variablen, also bei einem 
rein arithmetischen Probleme wurde nämlich Qaufs darauf geführt^ einen 
aus den Koeffizienten gebildeten Ausdruck besonders zu bezeichnen, 
weil von ihm die Haupteigenschaften jener Form vorzüglich abhängen, 
und er wählte zunächst nur für diese den Namen Determinante (numerus 
determinans). So beschäftigt sich Gaufs im Artikel 154 seiner Dis- 
quisitiones arithmeticae bei der Theorie der binären quadratischen 
Formen im wesentlichen mit den Determinanten von 4 Elementen, 
während er im Artikel 267 bei Gelegenheit der Untersuchung der 
temären quadratischen Formen der Hauptsache nach die Eigenschaften 
der Determinanten von 9 Elementen darlegt. 

Durch die ganz eigentümliche Betrachtung der hier auftretenden 
Determinanten hat Gaufs den Anstofs zu der arithmetischen 
Behandlimg dieser Theorie, insbesondere für die allgemeine Unter- 
suchung der quadratischen und auch der höheren Formen gegeben, 
welche heute eine der wichtigsten Anwendungen der Determinanten- 
iheorie bildet. 

Besonders hervorzuheben ist es aber, dals Gaufs gerade durch 
seine Darstethrngsweise einen groben Einfluis auf die späteren Arbeiten 
in diesem Felde ausgeübt und damit den grolisen Fortschritt vor- 
bereitet hat, welcher besonders durch Cauchy und später durch Jacöbi 
in der ersten Hälfte des neunzehnten Jahrhunderts im wissenschaft- 
lichen Aufbau der Determinanteniheorie gemacht worden ist. 

Bis jetzt waren nämlich die Determinanten wirklich nur ein 
reines Werkzeug gewesen, durch dessen Hilfe die Ausführung 
anderer Arbeiten erleichtert werden sollte; sie waren so bei der Auf- 
losung eines ^ystemes linearer Gleichungen, bei dem Problem der 
Elimination, bei Aufgaben aus der analytischen Geometrie und der 
Zahleniheorie mit gutem Erfolge benützt, aber niemals weiter ver- 
vollkommnet oder eingehender untersucht worden, als es der jedesmal 
vorliegende Zweck unbedingt erforderte. 

Cauchy war der erste, der die Determinanten um ihrer selbst 
willen eingehend untersuchte und damit den Ghrmd legte zu einer 
systematischen Entwicklung dieser neuen Theorie. In einer umfang- 
reichen Arbeit, die er am 30. November 1812 im Institut de France las 
(Memoire sur les Fonctions, qui ne peuvent obtenir que deux valeurs 
egales et de signes contraires par suite des transpositions oper^es entre 
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les variables qu'elles renferment); gibt er eine ausfQlirliche Ent- 
wicklung der wichtigsten Sätze über die Determinanten anf Grand 
einer eingehenden üntersnchnng der sogenannten alternierenden 
Funktionen. Der merkwürdige Umstand, dals diese grundlegende Ab- 
handlung Cauchys seinerzeit fast unbeachtet geblieben ist, lälst sich 
vielleicht zum Teil auch darauf zurückführen, daCs Cauchy^ wie dies 
seine Art war, noch öfter auf diesen Gegenstand in erneuter Behand- 
lung zurückgekommen ist, und es dem Leser hierdurch, sowie auch 
durch veränderte Bezeichnungen, mitunter etwas erschwert hat, die 
bleibenden B>esultate zu finden. So bezeichnet Cauchy in späteren 
Arbeiten die Determinanten auch als „fonctions alterndes'', oder als 
„resultants^^; es sind dies alles sehr geeignete Namen für die Deter- 
minanten, da die in ümen hervorgehobenen Eigenschaften denselben 
wirklich charakteristisch zukommen, aber es hat stets seine Bedenken, 
den einmal eingeführten Namen eines Gegenstandes ohne zwingende 
Gründe zu verändern. 

Obwohl somit Cauchy die erste systematische Untersuchung der 
Determinanten durchgeführt hatte, war es doch erst Jacdbij der schon 
seit dem Jahre 1826 die neuen Methoden benützt und sie in wesent- 
lichen Punkten ausgebildet hatte, welcher der Determinantentheorie 
das Bürgerrecht in der Mathematik erwarb. Den Inhalt seiner hier- 
hergehörigen Untersuchungen und zugleich eine vollständige syste- 
matisch geordnete Zusammenfassung der Ghrundlagen dieser ganzen 
Theorie legte er in den beiden groben Abhandlungen: „De formatione 
et proprietatibus determinantium^' und „De Determinantibus fnnctionali- 
bus** nieder und gab ihnen mit seiner gewohnten Präzision und Weit- 
sichtigkeit eine neue Basis; namentlich erscheinen erst von da an 
Namen und Bezeichnungen im wesentlichen so wie heute.**^) Man hat 
diese als die Grundlage für die Weiterentwicklung der wissenschaft- 
lichen Determinantentheorie anzusehen, und ihr Entstehungsjahr 1841 
bezeichnet den Zeitpunkt, in welchem die Determinanten auf festem 
Grunde in die Wissenschaft eingeführt worden sind. 

Von nun an ergielst sich ein breiter und weit verzweigter Strom 
von Abhandlungen über diesen Gegenstand, welche sowohl auf den 
Einfluis jener beiden eToco^chen Abhandlungen, als auch auf die von 
ihm selbst ausgehende Anregung unmittelbar zurückgeführt werden 
können; man kann sagen, dafs sich auf der von Jacobi geschaffenen 
Grundlage eine ganze Schule entwickelt hat. So kam es, daGs durch 

•) Grelles Journal Bd. 22 p. 286 — 818, ibid. p. 819—869, Werke Bd. III 
p. 866— 488. 
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die Arbeiten Jacobis xmd seiner Schüler diese neue Richtung noch 
eher in Deutschland bekannt und geläufig wurde, als in Frankreich, 
obwohl sie dort schon ein Menschenalter firüher wissenschaftlich be- 
gründet worden war. 

So grols war die Popularität dieser neuen Ideeen und so weit ihre 
Verbreitung, daGs schon im Jahre 1854 ein Lehrbuch der Deter- 
minantentheorie erschien, nämlich das sehr lesenswerte Werk des 
italienischen Mathematikers Brioschi „la teoria dei determinanti^' 
(Payia); dasselbe gibt eine kurze und präzise Zusammenstellung der 
Haupteigenschaften der Determinanten; im Jahre 1866 wurde es durch 
eine deutsche Übersetzung mit einem Vorworte Yon Schellbach weiteren 
Kreisen zuganglich. Endlich erschien im folgenden Jahre das erste 
deutsche originale Lehrbuch: „Die Theorie und Anwendung der Deter- 
minanten^' yon IL Baiser. Dieses Werk kann zwar nicht in dem Sinne 
als Lehrbuch aufgefaist werden, daiis es eine einheitliche systematische 
Entwicklung des Gegenstandes gibt, aber es ist dadurch yon heryor- 
ragender Wichtigkeit für die Verbreitung dieser Lehre geworden, dais 
es eine knappe, jedoch leicht faCdiche Zusammenstellung der Resultate 
der Theorie nebst ihrer Herleitung und eine Fülle historischer Notizen 
enthalt So ist es auch bis auf den heutigen Tag das beste Nach- 
schlagebuch über diesen Gegenstand geblieben, obwohl seitdem in 
Deutschland und im Auslande eine grolse Zahl kleinerer und grolserer 
Lehrbücher der Determinanten erschienen sind, wie z. B. die Werke 
yon Hesse (1872), DÖlp, Günther (1875), das sehr kompendiöse von 
Ma$tsian (4« ^ Paris 1883) u.a. 

Auch sonst ist seit dieser Zeit die Literatur über diesen Gegen- 
stand mächtig angeschwollen, und jetzt ist die Kenntnis des Deter- 
minantenkalkuls, welche um die Mitte des vorigen Jahrhunderts ÜEust nur bei 
den Schülern Jacobis zu finden war, ganz allgemein unter den Mathe- 
matikern verbreitet. Eine grolse Menge einzelner formaler Resultate 
wurden nun gefunden, so daiis es jetzt bereits nicht mehr leicht ist^ 
sie übersichtlich der Theorie einzuordnen. Besonders wurde aber eine 
Anzahl neuer symbolischer Methoden weit ausgebildet, und es ent- 
wickelte sich immer mehr die Eüjuieigung zu einem Schematismus, 
welcher den Zweck verfolgt, durch eine einmalige Anstrengung die 
kontinuierliche Anspannung des Geistes, das Denken, überflüssig zu 
machen. 

§2. 

Aber so sehr auch gerade in der Theorie der Determinanten die 
Ausbildung des Schematismus berechtigt ist, da durch ihn ihre Ent- 
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Wicklung erst eigentlich angeregt wnrde^ so mxxh man sich doch 
immer bestreben, zur Gedankenentwicklung zurückzukehren. Hier sind 
es nun die Engländer, deren Verdienste in erster Linie zu nennen 
sind. Sehr bald nach dem Erscheinen der beiden Abhandlungen 
Jacabis hatten sie sich mit Eifer und Qlück dieser neuen Theorie zu- 
gewandt, und während gerade sie auf der einen Seite den Schematismus 
sehr weit ausbildeten, waren sie es auch, welche diese Bildungen mit 
feinem Takte auffalsten und den ihren Beziehungen zu Grunde liegenden 
gedanklichen Inhalt aufGanden, welcher der Keim einer der wichtigsten 
Begriffe der modernen Mathematik geworden ist. 

Es war in den vierziger Jahren, als einige Abhandlungen des 
englischen Mathematikers Cayley über „Hyperdeterminanten'^ erschienen.*) 
Dieser Name drückt nicht genau das aus, was Cayley mit ihm sagen 
wollte; in diesen kleinen aber vom historischen Gesichtspunkte aus 
sehr bedeutungsYollen Aufsätzen ging Cayley nämlich von der 
glücklichen Idee aus, gewisse wesentliche Eigenschaften der Deter- 
minanten auch bei anderen algebraischen Gebilden aufzusuchen, und 
entdeckte so ein gröüseres Gebiet algebraischer Groben mit gemeinsamen 
charakteristischen Eigenschaften, von dem die Determinanten nur einen 
Teilbereich bilden. Cayley fühlte mit grofsem mathematischen Taktgefühl 
die wirklich bestimmenden Eigenschaften der Determinanten heraus und 
begründete durch seine glückliche Verallgemeinerung die Theorie der 
Inyarianten. Diesen Namen hat den Cayley^i^en. Hyperdeterminanten 
der englische Mathematiker Sylvester beigelegt, welcher unmittelbar 
nach Cayley und in stetem Zusammenwirken mit ihm seine Grund- 
gedanken mit grobem Scharfsinn und bedeutendem Erfolge weiter 
entwickelt hat. 

Die Determinanten sind mit die ersten und die einfachsten 
Inyarianten, die in der Geschichte der Mathematik aufgetreten sind; 
alle Eigenschaften, die für die allgemeinen Invarianten charakteristisch 
sind, findet man bei ihnen gleichsam in nuce zusammen, und so kann 
man die Determinanten gedanklich am yoUständigsten als die einfachsten 
Inyarianten charakterisieren. 



§3. 

Ein naturgemäfser Eingang in die Theorie der Determinanten wird 
sich aber nicht unter diesen weiten und höchsten Gesichtspunkten 
darbieten, da sie ja erst durch das Studium der Determinanten 



*) Cayley Cambridge mathematical jonmal t. IV p. 1193, t. VI p. 87. 
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selbst gewonnen werden können. Die meisten Lehrbücher, wie z.B. 
Balzer, gehen nach dem Vorgänge Cauchys und Jacobis direkt von 
der allgemeinen Definition der Determinanten ans, um dann ans dieser 
ihre Eigenschafben zu entwickeln. So ein£EU^ nnd sicher aber auch 
dieser Weg ist, so ist er historisch nicht begründet, und er dürfte 
sich auch vom pädagogischen Standpunkt aus schon deshalb nicht em- 
pfehlen, weil dem Lernenden nicht die Gfründe angegeben werden 
können, warum gerade diese Gebilde einer Untersuchung unterworfen 
werden. Der pädagogisch empfehlenswerteste Weg scheint der zu 
sein, welcher durch die historische Entwicklung der Determinantentheorie 
selbst gewiesen wird. 

Wie wir im Eingange dieser Vorlesung bereits hervorhoben, 
wurden Leibnüz und Cramer mit Notwendigkeit auf die Determinanten 
geführt, als sie ein System linearer Qleichungen auflösen wollten, und so 
bilden diese Ausdrücke das letzte Qlied einer Kette von Abstraktionen, deren 
Anfang unmittelbar auf Dicphantus zurückreicht. Er war iwmlich — 
soweit wir wissen — der erste, der für eine unbekannte Ghrölse einen 
Buchstaben, nämlich das Schlubsigma einführte, um sie aus einer yor- 
gelegten Gleichung berechnen zu können. Dagegen vermochte er nicht 
den weiteren Schritt zu tun, nämlich auch eine zweite unbekannte 
ebenfedls durch einen neuen Buchstaben zu bezeichnen, um so in 
gleicher Weise ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 
aufzulösen. Was ihm versagt blieb, leisteten die Araber. Sie be- 
zeichneten auch die anderen etwa noch gesuchten Grölsen mit Buchstaben 
und schufen so ein System linearer Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten und mit bestimmten Zahlenkoeffizienten. Ein weiterer Schritt 
bestand darin, dafs man derartige Gleichungen nicht für bestimmte, 
sondern für literal gegebene Werte der Koeffizienten betrachtete, wobei 
aber immer noch die Anzahl der gegebenen Gleichungen eine völlig 
bestimmte Zahl war. Von dem Augenblicke an, wo auch noch die 
Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten gleich einer beliebigen 
unbestimmten Zahl n angenommen wurde, ist zu ihrer einheitlichen 
Lösung die Einführung der Determinanten unmittelbar gefordert. 

Aber die moderne Mathematik begnügt sich nicht damit, ein der- 
artiges System von n linearen Gleichungen lediglich aufzulösen, wie 
dies das einzige Ziel der früheren Untersuchungen war. Sie betrachtet 
vielmehr die linearen Funktionen, welche die linken Seiten jener 
Gleichungen bilden, und die Grölsen, welche aus diesen zusammen- 
gesetzt werden können, und damit erhebt sich die moderne Arithmetik 
weit über die Betrachtung der blo&en Zahlen, welche früher ihr 
einziges Feld war. Erst in diesem Zusammenhang findet die Theorie 
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der Determinanten ihre volle Würdigung als der zweite Teil der all- 
gemeinen Arithmetik. 

Ans den soeben hervorgehobenen Qründen sollen nun die linearen 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten untersucht werden^ um zunächst 
den Charakter ihrer Losungen festzustellen. Anstatt aber gleich auf 
den allgemeinen Fall von n Gleichungen mit n Unbekannten einzugehen, 
was im wesentlichen ohne besondere Hilfsmittel geschehen konnte, 
werden wir zuerst die Systeme von zwei und drei Gleichungen mit 
ebensovielen Unbekannten einer eingehenden Betrachtung unterwerfen, 
obwohl diese Aufgaben bereits im Gymnasialunterricht so eingehend 
behandelt werden, dals es zunächst schwer erscheinen konnte, noch neue 
Gedanken an sie anzuknüpfen. Der hier gewählte Eingang hat aber 
einmal den Vorteil, daiis man bei diesen elementarsten Fragen schon 
die Probleme und Gesichtspunkte deutlich hervorheben kann, die in 
der allgemeinen Theorie von prinzipieller Bedeutung sind; dann aber 
lassen sich bereits an die hier gefundenen Resultate unmittelbar die 
Anwendungen knüpfen, welche in der analytischen Geometrie von 
zwei und von drei Dimensionen seit Lagrange und in der höheren 
Arithmetik seit Gaufs von den Determinanten gemacht wurden, und 
die ihrerseits wieder die Anregung geben werden zu entsprechenden 
geometrischen Untersuchungen innerhalb eines Baumes von n Dimen- 
sionen und zu der arithmetischen Betrachtung der linearen und 
quadratischen Formen von beliebig vielen Variablen. 



Zweite VorlesTmg. 

AnllOsimg von zwei linearen Gleichungen mit zwei unbekannten. — Genauere 
Formnliemng der Aufgabe. — Äquivalenz der GleichungssTstenie. — Die Deter- 
minanten zweiter Ordnung. — Darstellung der Lösung eines Gleichungssystemes 
durch Determinantenquotienten. — Die Eoeffizientensysteme oder Matrizen. — Der 
Bang der Systeme. — Auflösung zweier homogenen Gleichungen mit drei 

unbekannten. 

§1. 

Den Ansgangspmikt fClr unsere üntersnclinngen bildet die einfache 
Aufgabe^ die beiden unbekannten Ghröfsen x nnd y ans den beiden 
linearen Oleichnngen 

^ ^ dx + 6V + c' = 

zu bestimmen. Die sechs Koeffizienten sollen als unbestimmte Grolsen vor- 
ausgesetzt werden; man kann daher jene Aufgabe auch so aussprechen: 

Es sollen diejenigen Funktionen der sechs Grölsen f | , ) \ 

gefunden werden^ welche für x und y in die Oleichnngen (1) 

eingesetzt; diese identisch befriedigen. 
Der gewohnliche Weg, aus den Gleichungen (1) die Werte der 
unbekannten x und y zu berechnen, besteht bekanntlich darin, dals 
man aus ümen zwei neue sogenannte reduzierte Gleichungen her- 
leitet, von denen die eine nur x, die andere nur y enthält, daiis man 
also das System (1) auf zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten 
reduziert, die dann unmittelbar aufgelöst werden können. In der Tat 
gehen so aus (1) die Gleichungen: 

(2) (a6'-a'6)a; = (6c'-6'c), (a6'- a'6)y = (ca'- c'a) 
hervor, aus denen sich für x und y unmittelbar die Werte 

ergeben. Bei dieser Art der Reduktion rnnb jedoch jedesmal die Frage 
beantwortet werden, ob ebenso wie die abgeleiteten Gleichungen (2) 
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eine notwendige Folge der ursprünglichen sind; diese auch unbedingt 
ans jenen hervorgehen; ob also die Lösung der abgeleiteten Gleichungen 
auch die ursprünglichen befriedigen. Femer aber würde diese Methode 
in dem speziellen Falle^ wo ab' — a'b = ist, zu den Gleichungen 

(2b) 6c'-6'c = 0, ca'-c'a=-0 

führen, welche durch keinen Wert von x und y befriedigt werden können, 
man würde also bei dieser Art der Behandlung das Auftreten so- 
genannter unmöglicher Gleichungen niemals auszuschlieüsen imstande sein. 
In der gesamten Mathematik ist es aber von grundlegender Wichtig- 
keit, daJB eine jede ihrer Fragen von vornherein so gestellt werde, 
dals man eine Antwort notwendig erhalten mulüs; erst dann kann man 
sagen, dafs die Frage selbst eine naturgemaüse ist. Zu einer solchen 
Frf^estellung führt in diesem Falle die folgende Überlegung: Fa&t 
man die Gröisen x und y nicht als bestimmte aber noch unbekannte 
Gröfsen auf, betrachtet man sie vielmehr, wie dies stets im folgenden 
geschehen soll, als variable Gröüsen, welche unabhängig voneinander 
alle positiven und negativen endlichen Zahlenwerte durchlaufen können, 
so kann man das Problem der Auflösung der beiden Gleichungen (1) 
folgenderma&en ansprechen: 

Welche Beschrankung wird der Veränderlichkeit der 

beiden Variablen x und y durch die Forderung auferlegt, dais 

zwei lineare Funktionen derselben 

^2 s f=^ax +by +c 

^ ^ f=a'x + b'y + c' 

den Wert Null haben sollen? 
Bei dieser Art der Fragestellung mulüs man stets eine positive Antwort 
erhalten, denn gelangt man durch Verbindung der ursprünglichen 
Gleichungen etwa zu einem Systeme der Form (2 b), so wird jetzt eben 
nur ausgesagt, dals kein einziges Wertsystem (x, y) in dem gesamten 
Wertbereich der beiden Variabein jene beiden Ausdrücke zum Ver- 
schvnnden bringen kann. Auüserdem lälst sich aber bei dieser 
Formulierung der Aufgabe auch leicht die Beziehung der ursprünglichen 
Gleichungen zu den reduzierten feststellen, und damit das erste oben 
g^ufserte Bedenken beseitigen, und gerade diese Untersuchung führt 
zu einem der wichtigsten Begriffe in diesem Gebiete, dem Begriffe 
der Äquivalenz der Systeme. 

Bildet man nämlich aus den beiden Funktionen (2 c) zwei neue 
homogene lineare Ausdrücke: 
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(3) F^af+a'f 

F'=ßf+ßr, 

deren Eoefißzienten (a, a*, ß, ß*) ganz beliebige endliche EonBtanten sind, 
so erkennt man sofort, daGs jedes System (x, y), durch welches fxmd f 
znm Verschwinden gebracht wird, auch F und F^ zu Null machen 
mulüs, dagegen braucht das Umgekehrte nicht notwendig der Fall zu 
sein, wie man z. B. unmittelbar in dem Falle sieht, wo alle Koeffi- 
zienten (a, a\ ß, /}') gleich Null sind. EAun man aber auch die Funktionen 
(f, f) etwa durch Auflösung von (3) homogen und linear durch {Fy F) 
darstellen, so daG9 auch 
(3a) f^a,F+a[F^ 

r^ß,F+ß[F' 

ist, so folgt, dafis auch jedes Wertsystem, welches F und F' zum Ver- 
schwinden bringt, auch die beiden Funktionen f und /*' zu Null macht. 
Unter dieser Bedingung wird daher die Variabilität Yon x und y durch 
die Bedingungen, daG9 entweder die Funktionen (/',/'), oder die Funk- 
tionen (Ff F') verschwinden sollen, genau in derselben Weise beschrankt; 
fttr diese Frage sind also die Funktionenpaare (/)/*') und (F, F^) 
absolut äquivaleni Wir wollen diese Beziehung folgendermalsen 
schreiben: ^^ ^,^ ^ ^^^ j?"), 

und das bis jetzt erlangte Resultat in dem Satze aussprechen: 

Zwei Paare linearer Funktionen von x und y (f,f) und 
{F, F') heilsen äquivalent, wenn die Funktionen f und /' 
homogen und linear durch (F^F*) darstellbar sind und um- 
gekehrt Ist (f,f')^(F,F'), 

so wird die VariabililSt von (x, y) durch die beiden „äqui^ 

valenten Gleichungssysteme ^ 

f^O, f=0 und JP-0, F'=0 

genau in der gleichen Weise beschrankt 
Die im Anfange dieses Abschnittes erwähnte Auflosungsmethode 
der Gleichungen (1) besteht nun einfstch darin, da& das System (f, /*') 
durch ein äquivalentes (F, F') von zwei linearen Funktionen ersetzt 
wird, von denen die eine nur die Variable x, die andere nur y ent- 
halt. Ein solches System soll ein reduziertes genannt werden. Hierzu 
hat man in (3) die noch vollständig willkürlichen Eonstanten (o, a\ ß, ß') 
so zu bestimmen, daGs in F und F^ die EoefGizienten von x beziehungs- 
weise von y gleich Null sind. Zu diesem Zwecke braucht man offen- 
bar nur: 
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a^a\ a':= — a 



zn setzen. Dann erhalt man an Stelle des ursprünglichen Systemes 
ifyf) das folgende: 

F = aY- a/-'= (a'6- afe^y + {a'c - ac') 
W 1?"= 6Y - hf^ {aV - a'6)a; + (6'c - 6c'), 

und die Auflösung der beiden „reduzierten Gleichungen" (JP= 0, J?"= 0) 
ergibt dann die in (2 a) gefundenen Werte Yon x und y. 

§2. 

Es fragt sich nun, ob die aus (4) sich ergebenden Losungen mit 
denjenigen von den ursprünglichen Gleichungen 

(1) f=Q, f'=0 

notwendig identisch, d. h. ob die beiden Systeme (/) f) und {F, F ') 
äquivalent sind. Um diese Frage zu entscheiden, lösen wir die vorher 
gefundenen Gleichungen (4): 

(^*^ F'^Vf-hf 

nach f und f auf, indem wir sie, beziehlich mit (— 6, a) und mit 

(--6',a') multipliziert, addieren, und erhalten: 

fa6'"-a'6)/" = aJP'-6F, 
(^^^ {aV- a' 6)/-'= a^r- VF. 

Während also das erste Gleichungssystem (4) besagt, dals die 
Gleichungen F=F'=0 eine notwendige Folge sind von /*=/''=0, 
zeigt die zweite nur, dals aus F=F' = nur geschlossen werden kann: 

(a6'-a'6)/"=0, (ab'-a%)f' = 0. 

Ist also der aus den Koeffizienten von x und y gebildete Ausdruck 
(a6' — a'6) von Null verschieden, so ist in der Tat jede Lösung des 
einen Gleichungssystems auch eine solche des anderen und umgekehrt, 
das System (/) f) ist also dem reduzierten (2^, F') äquivalent. 

Ist dagegen 

(2) a6'"-a'6 = 0, 

80 erkennt man sofort, dafs ein System zu (f, f) äquivalenter reduzierter 
Funktionen nicht existiert. Soll nämlich 

J'= af+ a!f^{aa + a'a')x + (ab + a'V)y + {ac + a'c') 
eine Funktion sein, in welcher der Eoefßzient von x gleich Null, 
der von y aber von Null verschieden ist, so muis 
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aa + a'a' = 0, also a^ta' a'^ — ta 

Bein, wo i eine beliebige Gröüse bezeichnet Dann verscbwindet aber 
unter der Yoraossetzmig (2) auch der Koeffizient — i(ab* — a'6) von y, 
man erhalt also in diesem Falle keine reduzierte Funktion dieser Art. 
Es ergibt sich also der wichtige Satz: 

Das System (/) f) ist dann und nur dann einem reduzierten 
Systeme (F, F') äquivalent; wenn der aus den Koeffizienten 
von X und y gebildete Ausdruck 
(3) a6'-a'6 

von Null verschieden ist. 

Schon hier zeigt sich also der Ausdruck (aV — a^b)^ welcher aus 
den vier Koeffizienten des Systems 



w 0,1) 



in leicht verstandlicher Weise gebildet ist, als eine ,, determinierende^ 
Funktion, weil sie und nur sie darüber entscheidet, ob das ursprüng- 
liche Gleichungssystem durch ein „ reduziertes '' direkt auflösbares 
ersetzt werden kann oder nicht. Da derselbe somit den Charakter des 
Gleichungssystems (f=:0,f=^0) bestimmt, oder determiniert, so wollen 
wir ihn als Determinante bezeichnen, und ihn, um gerade seine Be- 
ziehung zu jenen 4 Grofsen ( ' , J deutlich hervortreten zu lassen, 

und auch um seine Entstehungsart aus den Funktionen f und /*' zu 
kennzeichnen, durch: 

a, b 

a\V 



(5) 



:a6'-a'6 



bezeichnen. Mitunter soll, wo kein Mifsverstandnis zu befürchten ist^ 
jene Determinante auch in der Form 

(5a) |a, 6| 

geschrieben werden. Die vier Koeffizienten (a, &, a\ V) heifsen die 
Elemente der Determinante. Dieselben sind so geordnet, dafs die 
Koeffizienten (a, 6) und (a', 6') einer und derselben Funktion f und f 
nebeneinander, d.h. in derselben Horizontalreihe oder Zeile stehen, 
wahrend die Koeffizienten (a, a') und (6, V) einer und derselben Variablen 
rr; und y untereinander, d.h. in derselben Yertikalreihe oder Kolonne 
stehen. Zeilen oder Kolonnen werden auch als Reihen bezeichnet 
Da die Determinante (5) aus zwei Zeilen und zwei Kolonnen gebildet 
ist, so soll sie eine Determinante zweiter Ordnung genannt werden. 
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a, b 




b, a 




a\ b' 


= + 


6', o' 


a', b' 




b', a' 




a, b 


b, a 



Um aus dem Eoefißzientensystem ( ] , , j seine Determinante zu 

bilden, multipliziere man die beiden in einer Diagonabeihe stehenden 
Elemente (a, h^ und (&, a') miteinander und ziehe das zweite Produkt 
Ton dem ersten ab. Vertauscht man in der Determinante die beiden 
Horizontalreihen oder die beiden Yertikalreihen, so folgt aus diesem 
Bildungsgesetze, dafis die Determinante ihrem absoluten Werte nach 
ungeandert bleibt, aber das entgegengesetzte Vorzeichen erhalt; es 
ist also: 

(6) 

Die Reihenfolge der Horizontalreihen und der Vertikalreihen der Deter- 
minante ist also nicht auf den absoluten Wert, wohl aber auf das 
Vorzeichen derselben yon Einfluls. 

Es sei nun zunächst die Determinante aV — a^h von Null yer- 
Bchieden, d. h. es sei das System (/) f) dem reduzierten (JP, J") in (4) 
äquivalent Löst man dann an Stelle der ursprünglichen Gleichungen 
(1) die reduzierten: 

1P=0, JP' = 

auf, und berücksichtigt dabei, daTs in ihnen die Koeffizienten von x 
und yy abgesehen vom Vorzeichen, die nicht verschwindende Deter- 
minante I a, & I sind, so erhalt man als' einzige Losung dieses und 
damit auch des ursprünglichen Gleichungssystems die schon oben ge- 
fundenen Quotienten 



(7) 






ca' — c' a 
äb'^a'b 



In diesem, dem sogenannten allgemeinen Falle besitzt also das 
Gleichungssystem (1) eine und nur eine Lösung. 

Auch die beiden Zähler von x und y lassen sich als Determinanten 
schreiben, nämlich als diejenigen, welche aus den Eoeffizientensystemen 



o;j) "^ C'.:.) 



gebildet sind und welche in der oben angegebenen abgekürzten 
Schreibweise dnrch \b,c\ und \c,a\ bezeichnet werden können. Hier- 
nach erhalten die Aasdrücke für x nnd y die folgende übersichtliche 
Gestalt 

* \a,b\' y |a,6| 



(7a) 
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Diese Losmig kann anch in der Form einer Doppelproportion geschrieben 

werden: 

(7b) x:y:l^\h,c\:\c,a\i\a,b\ 

= (6c'- b'c) : (ca' - c'a) : (ab'- a'b). 

Setzt man die Werte von x und y, welche die ursprünglichen Glei- 
chungen (1) identisch befriedigen^ in dieselben ein, und multipliziert nun 
mit ihrem gemeinsamen Nenner, so ergeben sich die beiden Identitäten, 
von deren Richtigkeit man sich auch durch direkte Ausrechnung leicht 
überzeugen kann: 

(7c) J,(6c'- &'c) + lf(ca'- c'a) + ^, (a6'-a'6) = 0, 

wo diese Schreibweise andeuten soll, dafis jene Gleichung sowohl für 
(a, b, o), als auch für (a', &', c') als Eoefüzienten gilt, und das zuerst 
von Biemann eingeführte Zeichen = besagt, dafis jene Gleichungen 
identisch, d. h. für unbestimmte Werte der 6 Eoefüzienten bestehen. 
In der Symmetrie und GesetzmäGsigkeit dieser Identität liegt eine groüse 
ästhetische Befriedigung, welche gerade in diesem Gebiete geweckt 
und gepflegt werden muls, obwohl es ein rein formales Resultat ist. 
Die drei Determinanten 

(8) 

welche auf der rechten Seite der Proportion (7b) auftreten, sind die 
einzigen dem absoluten Werte nach verschiedenen, welche man aus 
dem Eoefüzientensysteme 

der linearen Funktionen f und /' bilden kann, und zwar erhalt man 
die Elemente der drei zu x, y und 1 proportionalen Determinanten, 
wenn man aus dem obigen Systeme beziehlich die Koeffizienten 
Yon X, y und 1 fortlalst. Aber auch die Anordnung der Elemente 
in jenen drei Determinanten | &, c |, | c, a |, | a, 6 | ergibt sich in ein- 
facher Weise aus der ersten. Vertauscht man nämlich die Buchstaben 
(a, b, c) und natürlich auch die gestrichenen Buchstaben so, dafis man 
jeden yon ihnen durch den folgenden, und den letzten wiederum durch 
den ersten ersetzt, ersetzt man also die Buchstaben (a, b, c) beziehlich 
durch (b, c, a), so gibt die zweite Determinante aus der ersten, die 
dritte aus der zweiten, die erste wiederum aus der dritten hervor. 
Eine derartige Yertauschung dreier oder mehrerer Elemente heilst eine 
cyklische Permutation. Um also die zu x, y, 1 proportionalen 



6, c 




c, a 




a, b 


b',c' 
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c',a' 


f 


a',b' 
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Determinanten zu erhalten, hat man der Reihe nach ans dem Eoeffi- 
zientenflysteme (9) die erste, zweite oder dritte Yertikabreihe zn streichen 
nnd die übrigen Kolonnen cyklisch anzuordnen. 

§3. 

Ans den soeben durchgeführten Untersuchungen hatte sich ergeben, 

dafs die Gleichungen (1) eine und nur eine Losung besitzen, feJls die 

Determinante (ab^ — a^b) von Null verschieden, falls also das System 

(f, f) einem reduzierten äquivalent isi Es sei nun diese Determinante 

dann ergeben sich aus (4) auf S. 13 für alle Werte der Variablen (x, y) 
die beiden Gleichungen 

^^^ r^Vf-bf^Vc-bc\ 

denen sich noch die dritte Gleichung 

(la) F'^c'f-^ cf^ (c'a - ca')x + (c'b - cV)y 

an die Seite stellen laust. Da nun für jedes Wertsystem {x, y), welches 

f und f zum Verschwinden bringt, auch F und F' gleich Null ist^ so 

folgt aus (1), daJB unter dieser Voraussetzung jene Gleichungen nur 

dann eine endliche Lösung haben können, wenn zugleich 

(2) a6'-a'6 = 6c'-6'c = ca'-c'a = 

sind, d. h. wenn aufser | a, & | alle anderen Determinanten \bj c\ und 

I c, a I verschwinden, welche man aus dem Eoefßzientensysteme 

(' 'f fj durch Weglassung je einer Kolonne bilden kann. Ist dies 

aber der Fall, so gehen die drei Gleichungen (1) und (la) über in 
(2a) a'f=ar, h'f=hf', c'f^cf. 

Von den sechs Koeffizienten von f und f möge nun mindestens 
einer von Null verschieden sein. Ist dies z. B. a, so ergibt sich aus (2a) 

(2b) /"=^V, 

und aus den Gleichungen (2) folgt, dafs die beiden anderen Gleichungen 

mit (2b) identisch sind.*) Jede Lösung von (f^^O) ist also auch eine 
solche von (f=^0, f'^0) und umgekehrt. Für die Beschrankung der 
Variabilität besteht also in diesem Falle die Äquivalenz 

*) Wäre etwa 5sO, so folgt aua ah'^a*h^ dafs auch 5'»0 sein mnfs, dafi 
dann also die zweite Gleichimg in (2 a) einfach, fortgelassen werden kann. 

Kron«ok«r, DeWrminfcntini 2 
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Sind also alle Determinanten zweiter Ordnung des Systems { ] j^i t) 

gleich Nnll; so ist fCLr die Beschränkung der Variabilität die eine 
Gleichung, hier f =» 0, überflüssig. 

Die Gleichung mit zwei Unbekannten 

f^ax + by + c^0, 

welche in diesem Falle den beiden ursprünglichen äquivalent ist^ 
besitzt, wenn nicht beide Koeffizienten {a, b) der Variablen gleich 
Null sind, eine einfache Mannigfaltigkeit von Lösungen. Ist nämlich, wie 
oben angenommen wurde, a ^ 0, so folgt aus ihr 

(8) *=-^^ 

während y YoUig beliebig bleibt. Sind dagegen a, b gleich Null, 

während c^O ist, so geht /*=sO für jedes Wertsystem von (x, y) 

über in ^ 

c=»0, 

eine Gleichung, der durch kein endliches Wertsystem (x, y) genügt 
werden kann. Ist endlich auch noch c gleich Null, d.h. verschwinden 
alle EoefGizienten von f und f, so sind x und y durch diese Be- 
dingungen in ihrer Variabilität gar nicht beschränkt, und man erhält 
alsdann eine zweifache Mannigfaltigkeit von Lösungen. 

Die sämtlichen Möglichkeiten, welche sich bei der Auflösung der 
beiden Gleichungen 

f ^ax +by + e -^0 

f'^a'x + b'y + c'^O 

darbieten können, sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt, wobei 
bemerkt werden mag, dals unter der Bezeichnung {Ä, B . . .)^ 
oder {Ä, jB . . .) s verstanden werden soll, dals von den Gröisen des 
Systems {Ä, B . . .) entweder mindestens eine von Null verschieden ist^ 
oder dafis sie alle verschwinden. 

L (|a,5|, |6,cl, |c,a|)^0 

^) I ^7 ^ I ^ ®üie einzige endliche Lösung, 

b) I a, 6 1 » keine endliche Lösung. 

n. (|a,6M6,c|, ic,a|)-0 (a, 6, c; a', 6', c') ^ 

Eine Gleichung ist überflüssig. 

a) (a,b; a', b')^0 eine einfache Mannigfiedtigkeit end- 

licher Lösungen, 

b) (a, 6; a', &') « keine endliche Lösung. 
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m (a, by c; a\ b', c') = eine zweifache Mannigfaltigkeit von 

Lösungen; beide Gleichungen sind 
überflüssig. 

Zunächst ergibt sich aus dieser Znsammenstellnng, dafis bei der 
ursprünglichen Aufhssung des Problemes auch hier in den speziellen 
I^en Ib und üb sogenannte unmögliche Gleichungen auftreten. 
Fragt man aber wieder nach der Beschränkung der Variabilität^ welche 
den Veränderlichen x und y durch die Gleichungen (/"= 0, /*'« 0) auf- 
erlegt wird, so ist in jenen beiden Fallen die Airtwort einfach die, dals 
durch sie eben alle Wertsysteme der Variablen ausgeschlossen werden. 

Femer leitet aber diese Einteilung unmittelbar zu den beiden 
wichtigsten Begriffen über, welche die moderne Wissenschaft in diesem 
Gebiete gefunden hat, zu dem Begriffe des Systemes oder der Matrix 
und dem ihres Banges. Betrachtet man die sechs EoefGizienten 
(a, b, c; a\ b\ c') der beiden Funktionen f und f, so ordnen sich diese 
Yon selbst einmal in zwei Gruppen zu je dreien, entsprechend den 
beiden Gleichungen, sodann entspricht jedem Elemente der einen Ghruppe 
ein ganz bestimmtes der anderen, welches in der anderen Funktion 
denselben Multiplikator x, y oder 1 besitzt. So dürfte die passendste 
Schreibweise für das Eoeffizientensystem unter Berücksichtigung jener 
beiden Beziehungen die folgende sein 






denn hier entsprechen die beiden Horizontalreihen oder Zeilen den 
zu f und /*' gehörigen Eoefßzienten, wahrend die drei Vertikalreihen 
oder Eolonnen die einander zugeordneten Elemente aus jenen beiden 
Funktionen enthalten. Ein so geordnetes rechteckiges System von 
Elementen nennt man nach dem Vorbilde der Englander eine Matrix. 
Durch Weglassung je einer Vertikalreihe kann man aus dieser 
Matrix, wie bereits auf S. 16 erwähnt wurde, genau drei aus verschiedenen 
Elementen bestehende Determinanten zweiter Ordnung 

|a,6|, |6,c|, \c,a\ 

ableiten, und durch Weglassung je zweier Eolonnen und je einer Zeile 
findet man dann die sechs Gleichungskoeffizienten 

a, 6, c; a', 6', c' 

selbst. Wir wollen im folgenden auch einen solchen einzelnen Eoeffi- 
zienten z. B. a mitunter als eine Determinante aufhssen und ihn als- 
dann durch I a \ bezeichnen; da dann | a \ nur eine Zeile und eine Eolonne 
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besitzt, 80 soll sie eine Determinante erster Ordnung genannt werden. 
Diese EinfQhnmg ist nicht blois ans formalen Gh-Ünden geschehen, 
sondern jene einfachsten Ausdrücke besitzen in der Tat alle Deter- 
minanteneigenschaften, nur sind sie eben hier trivial 

Um die hier zu onterscheidenden Eigenschaften der Matrix ( | t | r) 

in übersichtlicher Weise zn kennzeichnen, stellen wir die folgenden 
Definitionen anf : 

1. Die Matrix ( | t 1 r) ^^ ^o^ Bange oder yon der Stnfe 

zwei, wenn wenigstens eine ihrer Determinanten zweiter Ord- 
nung von Null yerschieden ist. 

2. Diese Matrix hat den Bang eins, wenn alle ihre Determinanten 
zweiter Ordnung yerschwinden, während mindestens eine Deter- 
minante erster Ordnung, d.h. einer der sechs Eoefüzienten von 
Null yerschieden ist. 

3. Die Matrix ist yom Bange Null, wenn alle ihre Elemente 
verschwinden. 

Diese drei Definitionen kann man folgendermalsen in eine einzige 
zusammenfassen : 

Die Matrix ( | ,1 r) ist vom Bange r, wenn mindestens 

eine ihrer Determinanten r^ Ordnung von Null verschieden 
ist, während alle ihre Determinanten von höherer als der 
r^^ Ordnung verschwinden. Diese Eigenschaft soll durch die 
Gleichung 

charakterisiert werden, wo r eine der Zahlen 0, 1, 2 bedeutet 

Mit Hilfe dieses Begriffes lassen sich die I^e I, U, UI der obigen 
Zusammenstellung in höchst einfacher Weise folgendermalsen zu- 
sammenfassen: 

Ist r der Bang des Eoefßzientensystemes der beiden 
Gleichungen /*— 0, /*'=0, so sind (2 — r) von ihnen über- 
flüssig, d. h. jenes System kann durch eines von nur r Glei- 
chungen vollstiLndig ersetzt werden, und ihre Lösungen bilden 
eine (2 — r)- fache Mannigfaltigkeit, falls diese Gleichungen 
überhaupt endliche Lösungen zulassen. 

Ein fQr die Folge wichtiger spezieller Fall ist der, dafs c»c'"»0, 
dais ako die beiden homogenen Gleichungen 
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f ^ax + by^O 
^ ^ f^a^x + Vy^O 

gegeben sind. Ist ihre Determinante aV — a'b ^ 0, so haben sie nur 
die eine selbstverständliche Losnng 

Ist dagegen | a, & | = 0, aber mindestens einer der Koeffizienten etwa 
a Ton Nnll verschieden; so ist das System (f'^0, f^O) äquivalent der 
einen Gleichnng 

f=^ax + by^O, 

und die vollständige Losung ist <^«'Titi 

x^' — bt, y = aty 

wo t eine Variable bedentet Sind alle Koeffizienten gleich Null, so 
wird die Variabilität von x nnd y überhaupt nicht beschränkt Hieraus 
folgt der Satz, welcher die charakteristische Bedeutung der Deter- 
minante erkennen lälst: 

Die beiden homogenen Gleichungen (4) haben dann und nur 
dann eine Losung, auiser der selbstverständlichen (x=0, y»0), 
wenn ihre Determinante \a,b\ verschwindet. 



§4. 

Aus dem soeben gefimdenen Satze geht bereits hervor, in wie 
naher Beziehung der Bang des Koeffizientensystemes zu dem Charakter 
der Lösungen linearer Gleichungen steht. Noch deutlicher wird dieser 
Zusammenhang, wenn man an Stelle von zwei nicht homogenen Glei- 
chungen mit zwei Unbekannten zwei homogene Gleichungen mit drei 
Unbekannten 

g=>ax + by + ee=^0 
(1) y -r y-r 

g'^a'x + b'y + c'g^O 

untersucht. Falst man hier (x, y, z) als reelle endliche Variable auf, so 
kann jede von ihnen unabhängig von den beiden anderen alle positiven 
oder negativen endlichen Zahlenwerte annehmen. Man sagt dann, die 
Gesamtheit aller so sich ergebenden Zahlensysteme bildet eine drei- 
hßhe Mannigfaltigkeit, weil hier drei GrSlsen auftreten, welche un- 
abhängig voneinander alle ihnen zukommenden Werte annehmen. Mit 
der Anwendung der vorhin benutzten Fragestellung kann man diese 
Aufgabe jetzt folgendermalsen aussprechen: 
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In welcher Weise wird die Veränderlichkeit der drei 
Variablen Xy y, z dnrch die Forderung beschrankt, dafs die 
beiden homogenen Funktionen 

g =^a x + b y + c z 

^ *^ g'^a'x + b'y + c'z 

gleich Nnll sein sollen? 

Offenbar gehen die beiden homogenen Gleichungen (^ » 0, jr'« 0) 
ans den in (1) auf S. 10 betrachteten, abgesehen von der Bezeichnung 
der unbekannten, dadurch hervor, dals man in ihnen 

x' y' 

setzt und alsdann mit dem gemeinsamen Nenner z' multipliziert Ein 
Gleiches wird also auch im allgemeinen von den Lösungen gelten. 
Da jedoch der Bereich von x und y von vornherein auf endliche 
Werte beschrankt worden war, so wäre hier der Wert jBf' = aus- 
zuschlielsen, und diese weitere und unsymmetrische Beschrankung der 
Variabilität von z' fOhrte in der Zusammenstellung auf S. 18 die 
speziellen F53le Ib und IIb ein, welche bei homogenen Gleichungen gar 
nicht auftreten können. Aus diesem Gh-unde ist es einfacher, die 
homogenen Gleichungen direkt zu untersuchen. 

Aus den Funktionen (la) kann man nämlich jetzt ein System 
von drei „reduzierten^ Funktionen Qj^, Q^, O^ herleiten, von denen 
jede nur zwei Variable homogen enthält; bildet man nämlich drei 
homogene Funktionen von g und g', in denen beziehlich x, y und z 
nicht auftritt, so erhält man 

ffj =. ajr' — a'jr = I a, 6 1 y — I c, a 1 

(2) G,^bg'-^b'g^\b,c\z-\a,h\x 

G^$ '=' öfl^' — c'jr = I c, a I a? — 1 6, c I y. 

Ist nun zunächst der Rang der aus den Koeffizienten von g und g' 
gebildeten Matrix 

gleich zwei, so ist das System (ß, g*) dem reduzierten {O^, O^, Q^) 
äquivalent, d. h. die Variabilität von (x, y, z) wird in beiden Fallen 
durch die zugehörigen Gleichungen genau in der gleichen Weise be- 
schriLnkt. Ist nämlich auch nur eine der drei Determinanten zweiter 
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Ordnung von (M), etwa \b, c\, yon Null yersGliieden, so ergibt sich 
dnrch Aoflösimg der beiden letzten Gleichungen in (2) nach g und g' 

\b,c\.g=^c G^-b ö, 
^ ^ \b,c\.g'^c'0,^b'G,. 

Multipliziert man femer die Gleichungen (2) mit den Determinanten 

\b,c\, \c,a\, \ayb\ und addiert sie dami, so folgt wegen (7c) auf S. 16 

(4a) \b,c\G, + \c,a\a, + \a,b\G^=0. 

Jedes Wertsystem (x, y, z) also^ welches g und g^ zu Null macht, 
bringt nach (2) auch G^y G^ zum Verschwinden, und aus (4) folgt das 
umgekehrte. Es ist also 

Da endlich wegen (4a) jede Lösung der Gleichungen {G^ »0, G^^ 0) 
auch G^ zum Verschwinden bringt, da also durch die Hinzunahme der 
Gleichung &|= die Variabilität yon {Xy y, e) nicht weiter beschrankt 
wird, so ist wirklich , ,v /•> ^ ^^ x 

Die Gleichungen (2) kann man nun leicht yollsiändig auflosen. 
Ist nämlich t eine neue unabhängige Variable, so folgt zunächst aus 
der letzten Gleichung 

x=-\b,e\t, y = |c,a|^ 

und durch Einsetzen dieser Werte in die erste und zweite Gleichung 

(5) x=-^\b,c\t, y-='\c,a\t, if = |a,6|^, 

oder in Form einer Proportion geschrieben 

(6a) x:y :0=^\b,c\:\Cya\:\a,b\, 

ein Resultat, dessen Richtigkeit man a posteriori unmittelbar aus den 
Identitäten (7 c) auf S. 16 erschlielsen kami. 

Ist also die aus den Koeffizienten gebildete Matrix yom 
Range zwei, so sind die Werte der Lösungen durch eine un- 
abhängige Variable t eindeutig bestimmt, dieselben bilden also 
eine einfache MannigfiEJtigkeit 
Aus der synmietrischen, einfeu^hen, übersichtlichen Form dieses 
Resultates erkennt man schon hier den Wert der Einftlhrung der 
Determinanten, aber auch die Wichtigkeit der richtigen Bezeichnung 
der Gleichungskoefifizienten. 

Ist der Rang jener Matrix nicht gleich zwei, so yerschwinden die 
drei reduzierten Funktionen Gi, G^, G^ identisch. Ist jene Matrix 
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Tom Bange eme , ist aleo mach nur einer der seehe Koeffiziaifan ron 
g und g\ etwa a, Ton Noll verBchieden, 00 folgfc ans der enten 
Gleiehnng (2) 
(6) 9'-^"^ 9 s 

d« h. jede LSnmg Ton (9 — 0) iei aach eine eolche Ton (^ » 0, 9' — 0) 

Nun Terechwindefc aber g offenbar f&r beliebige Werte Ton y und jer, 

onter der Annahme 

(6a) x^-^Q>y + ez). 

Ist also das Eoeffizientensystem (M) Tom Range eins, so 

ist Ton den zwei Gleichungen {g =»0, jr' » 0) eine übeiAflssig; 

die Werte ihrer Lösungen sind durch zwei unabhängige Variable 

(j/j b) eindeutig bestimmt, dieselben bilden also eine zweifiudie 

Mannigfidtigkeit. 

Sind endlich alle Eoefifizienten von g und g^ gleich Null, so sind 

beide Gleichungen überflüssig, da die Variabilität von {x,y,0) durch 

sie gar nicht beschrankt wird; die Lösungen bilden also eine drei&che 

Hannig&ltigkeit 

Alle diese Resultate lassen sich in dem einen Satze zunmmen- 

&8sen: 

Ist der Rang der aus den Eoefifizienten zweier homogenen 

Gleichungen . i . /v 

° g ^a x + o y + c Z'^0 

g^^a'x + b'y + c'g'^0 

gebildeten Matrix gleich r, so besitzen sie eine (3 — r)fiMshe 
Mannig&ltigkeit von Lösungen, und 2 — r dieser Gleichungen 
sind für die Beschrankung der Variabilität Ton (x, y, 0) über- 
flüssig. Das System (ßwmQ^ 9' "" 0) ist also äquivalent einem 
solchen von zwei Gleichungen oder nur einer Gleichung, je 
nachdem das Eoeffizientensystem yom Range zwei oder eins ist 
Eine für die Folge wichtige Bemerkung mag gleich hier an- 
geknüpft werden. Da die Lösungen der beiden Gleichungen (^»0, ^»0) 
mindestens eine ein£Etche Mannigfaltigkeit bilden, so besitzen sie stets 
eine gemeinsame Lösung, aniser der trivialen (x'^0, y«0, 0^0). 
Bezeichnet man eine solche Lösung, in der nicht alle drei Unbekannte 
gleich Null sind, als eine wesentliche, so kann man also den folgen- 
den Satz aussprechen: 

Zwei homogene Gleichungen mit drei unbekannten be- 
sitzen stets eine wesentliche Lösung. 
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Geometrische Anwendungen der Determinanten zweiter Ordnung. — Die Schnittfignr 
zweier geraden Linien. — Äquivalenten Gleichnngssystemen entspricht dieselbe 
Bchnittfigor. — Die Schnittfignr zweier geraden Linien ist ein Ponkt oder eine 
G^erade, je nachdem ihr Eoeffizientensjstem vom Range zwei oder eins ist. — Die 
Schnittfignr zweier dnrch den Anfangspunkt gelegten Ebenen ist eine (Gerade, 
eine Ebene, oder der glänze Baum, je nachdem ihr Eoeffizientensjstem vom 
Bange zwei, eins oder Null ist. — Inhaltsbestimmung eines Dreiecks und eines 
beliebigen n-Ecks. — Das Multiplikationstheorem für Determinanten zweiter 

Ordnung. 



§ 1. 

Die in der vorigen Yorlesnng eingeffihrten Begriffe der Äquivalenz 
von Gleichnngssystemen und des Ranges von Maiarizen finden eine 
wichtige Anwendung in der analytischen Geometrie, nnd zugleich tritt 
die Bedeutung dieser rein arithmetisclien Begriffe hier noch deut- 
licher hervor. 

Falst man jedes Zahlenpaar {x^ y) als Abscisse und Ordinate eines 
Punktes in Bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem auf, so wird in 
der analytischen Geometrie durch elementare Betrachtungen nachgewiesen^ 
dab alle Ldsimgen (Xf y) einer linearen Gleichung 

(1) f^ax + ly + c^O 

den mutlichen Punkten P einer ganz bestimmten geraden Linie { ent- 
sprechen; und daher heilist /'»O die Gleichung jener Geraden. Nur 
in dem singularen FaUe, wo alle Koeffizienten (a, hy c) gleich Null 
sind, genügen selbstverständlich die Koordinaten eines jeden Punktes 
der Ebene der Gleichung » 0; man konnte daher sagen, dafis alsdauu 
die ganze Ebene durch sie dargestellt wird. Der leichteren Übersicht 
wegen soll f&r die nächsten Überleg^ungen dieser triviale Fall aus- 
geschlossen werden, ebenso soll auch der andere Fall nicht betrachtet 
werden, da(s a = & = 0, aber c^O ist; denn der dann sich ergeben- 
den Gleichung 
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(la) c = 

genügt kein einziges endliches Wertsystem (x, y\ und daher wird (la) be- 
kanntlich als die Gleichung der unendlich fernen Geraden interpretiert^ 
welche keinen einzigen im Endlichen liegenden Punkt enthält. Man er- 
kennt aber leicht , daTs die im folgenden abgeleiteten Resultate auch 
auf diese beiden ausgeschlossenen Falle angewendet werden können. 
Betrachtet man nun wie vorher die beiden Gleichungen 

^^ f^a'x + Vy + c'^0, 

so entsprechen ihnen zwei im Endlichen liegende gerade Linien l und l\ 
und die Yorhin gestellte Frage, in welcher Weise durch jene Gleichungen 
die Variabilität Yon x und y beschrankt wird, kann hier offenbar 
folgendermafsen ausgesprochen werden: 

Es sollen alle den beiden Geraden l und V gemeinsamen 
Punkte bestimmt werden. 

Zwei gerade Linien können entweder einen einzigen im Endlichen 
oder, SeJIs sie parallel sind, im Unendlichen liegenden Punkt gemeinsam 
haben, oder aber sie fallen zusammen. In jedem Falle ist ihre Schnitt- 
figur durch das Gleichungssystem (2) yollstandig bestimmt, und es 
handelt sich darum, aus der Natur des zugehörigen Eoefißzientensystemes 
zu ersohlieisen, welcher unter jenen möglichen Fallen eintritt. 

Betrachtet man nun anstatt der Gleichungen (2) ein anderes 
Gleichungssystem 

so stellen auch sie stets zwei gerade Linien L und L' dar, und aus (3) 
geht hervor, dals jeder gemeinsame Punkt Yon l und V auch ein solcher 
Yon L und L' ist, dafs also jedenfalls die Schnittfigur Yon (Z, V) einen 
Teil der Schnittfigur Yon (£, L') bildet Indessen folgt daraus noch 
keineswegs, daCs beide Geradenpaare dieselbe Schnittfigur besitzen, 
hierzu mtUbte vielmehr auch umgekehrt gezeigt werden können, dafs 
auch die Schnittfigur von (L, L') ein Teil derjenigen von (l, V) ist 
In der Tat, sind z.B. l und V zwei verschiedene sich kreuzende Ge- 
raden, während L und V zwei zusammenfallende Linien sind, welche 
durch den Schnittpunkt des ersten Paares hindurchgehen, so ist der 
erste Schnittpunkt wirklich nur ein Teil der Schnittlinie, welche 
L und L' gemeinsam ist. Sollen aber beide Gleichungen (2) und (3) 
dasselbe Lösungssystem haben, so müssen die beiden Systeme 
(f^O, f^O) und (F=0, jF' = 0) äquivalent, d.h. es muls die 
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Determinante a/)'— a'/) von Null yerschieden sein. Man erhalt also 
den Satz: 

Äquivalente Gleichungssysteme (/" = 0, /"' = 0) und 

(^=0, F'^0) stellen gerade Linien dar^ welche dieselbe 

Schnittfigur besitzen. 

Bei der in der Yorigen Vorlesung auseinandergesetzten Auf lösungs- 
methode der Gleichungen (2) wird nun, falls die Determinante 
I a, 6 1 ^ ist, jenes System durch ein äquivalentes reduziertes 

F = \a,h\y-\e,a\^0 
F'=|a,&|rr-|6,c| = 

ersetzt, dessen Gleichungen nur je eine Koordinate enthalten, und diese 
entsprechen zwei Geraden, welche bezw. der x- und der y- Achse parallel 
durch den Schnittpunkt Yon l und V gezogen sind. Die bei der Auf losung 
der Gleichungen (2) befolgte Methode kommt also darauf heraus, dals 
man jenen Schnittpunkt durch die Parallelen L und L' auf die beiden 
Achsen projiziert und dann die Abscissen der beiden Projektionspunkte 
aufsucht, d. h. diese Methode stimmt genau mit dem in der analytischen 
Geometrie stets angewandten Verfahren überein. 

Der im yorigen Abschnitte eingef[ihrte Begriff des Ranges be- 
sitzt nun ebenfalls eine einÜEtche geometrische Bedeutung. Um diese 
deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir das der Untersuchung zu 
Ghrunde gelegte Koordinatensystem als rechtwinklig voraussetzen und 
die beiden Gleichungen f und f^ von vomherein in der sogenannten 
Hesseschen Normalform annehmen, bei welcher jeder ihrer Koeffizienten 
eine leicht angebbare geometrische Bedeutung hat. 

Ist nämlich l eine beliebige Gerade, p ihr senkrechter Abstand 
vom KoordinatenanfEingspunkte und oc^^ix^p) der Winkel, welchen jp 
mit der positiven o;- Achse macht, so ist ihre Gleichung bekanntlich 

a;cosa + ysina — jp = 0. 

Ist die Gleichung von l in der Form gegeben 

ax + by + c=»Of 

so gelangt man dadurch zu dieser Nörmalform, dals man sie mit dem 
Faktor X = ^^ , multipliziert, wobei das Vorzeichen von X entgegen- 
gesetzt dem von c, also so zu wählen ist, dals das konstante Glied 
negativ wird. 
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Führt man nnn die Gleichungen 

ax + by + c=»0, a'x + &'y + c' = 

durch Multiplikation mit den beiden Konstanten X nnd l' in ihre 

Normalformen 

a;co8a + ysina — » =0 
(4) -ry i' 

a;co8a'+ ysina' — jp'=»0 

über, 80 ändert sich der Rang des zugehörigen Eoefißzientensystemes 
nicht, denn in den beiden Systemen 

/a, b, c\ , /a X, h l, c X 






unterscheiden sich die entsprechenden Determinanten zweiter Ordnung 
nur durch den Faktor XX* und die Determinanten erster Ordnung durch 
X oder X\ welche samtlich endlich und yon Null yerschieden sind. 

Da nun in dem Gleichungssysteme (4) nicht alle Eoefißzienten 
yerschwinden können, so sind hier nur die beiden Fälle zu unter- 
scheiden, daJb das Eoeffizientensystem 

(4a) p«; '!"«; -^) 

^ ' Vcostf, sma, — jpv 

▼om Bange zwei oder vom Range eins ist. Dasselbe ist dann und 
nur dann yom Bange zwei, wenn yon den drei Determinanten zweiter 
Ordnung 

sin(a — a'), jpcos«'— jp'cos«, jjsina'— p'sin«, 

welche aus ihm gebildet werden können, mindestens eine yon Null 
yerschieden ist, und hier bieten sich leicht die folgenden Fälle dar: 

L Das System (4a) ist yom Range zwei, 

a) wenn sin (« — «')== sin (p, jp') ^ ist, wenn also jp und jp' 
weder die gleiche noch die entgegengesetzte Richtung haben. 
Offenbar haben beide Geraden dann einen im Endlichen 
liegenden Schnittpunkt. 

b) wenn sin (a — a') = 0, also a' = a oder «'=« + « ist, d. h. 
l und V parallel laufen, während jp cos a' — jp' cos a und 
jpsina' — jp'sina nicht beide Null sind. Ersetzt man dann 
aber in jenen beiden Ausdrücken cos a' und sin a' durch 
± cos a und ± sin a, je nach den beiden unterschiedenen 
Fällen, so gehen sie über in 
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(P -F P') C08 a bezw. (p ^ jp') sin a, 

nnd diese konnten^ da p und jp' beide nicht negatiy sind, 

nur dann zugleich yerschwinden, wenn p^^p' ist, wenn 

also l und V zusammenfielen. In diesem Falle sind also 

l und V parallel, ohne zusammenzufallen. 

. n. Das System ist vom Range eins, wenn jene drei Determinanten 

zweiter Ordnung Null sind, und dieser Fall tritt nach den 

soeben gemachten Bemerkungen dann und nur dann ein, wenn 

l und V zusammenfedlen. 

Übertragt man also dieses Ergebnis auf das ursprüngliche Eoeffi- 
zientensystem, so ergibt sich der einfache Satz: 

Ist das Eoeffizientensystem (] A Ä yon zwei linearen 

Gleichungen (/ = 0, f=0) vom Range zwei, so stellen sie 
stets zwei nicht zusammenfallende gerade Linien dar, welche 
einander dann und nur dann parallel laufen, wenn die Deter- 
minante (ab' — a'h) gleich Null ist Ist dagegen jenes System 
▼om Range eins, so fallen beide Geraden zusammen. 
Noch deutlicher tritt die geometrische Bedeutung des Ranges bei 
der Interpretation der homogenen Gleichungen mit drei Unbekannten 

. g =-a x + b y + c z=:0 

^ ^ ^'= a'a; + 6'y + c'jßf = 

und ihrer Losungen hervor. Fa(st man jetzt nämlich jedes Wertsystem 
(2:, y, jer) als die Eoordinaten eines Punktes P im Räume auf, so 
entsprechen bekanntlich alle Losungen jener Gleichungen den sämtlichen 
Punkten zweier Ebenen E und E\ welche beide durch den Anfangs- 
punkt (0, 0, 0) hindurchgehen. Nur in dem trivialen Falle, dafs alle 
Eoeffizienten a, b, c von g verschwinden, wird jener Gleichung durch alle 
Punkte des ganzen Raumes genügt. Den gemeinsamen Lösungen beider 
Gleichungen entspricht auch hier die Schnittfigur beider Ebenen; die- 
selbe ist eine durch den Anfangspunkt gehende Gerade oder eine Ebene, 
je nachdem beide Ebenen sich schneiden oder zusammenfallen; endlich 
ist die Schnittfigur, der ganze Raum, wenn alle sechs Eoeffizienten 
von f und f gleich Null sind. Vergleicht man dieses Ergebnis der 
geometrischen Anschauung mit der vorher durchgeführten Rechnung, 
so ergeben sich die Sätze: 

L Ist das Eoeffizientensystem ( l Jf *) ^om Range zwei, so 
haben die beiden zugehörigen Gleichungen (5) eine einfache 
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Mannigfaltigkeit Yon Lösungen gemein^ nnd hier sclineiden 
sich die beiden Ebenen E und E* in einer durch den An- 
fangspunkt gehenden Geraden, deren Gleichungen sind 

X : y : z =^\h, c\:\e, a\:\a,h\. 

n. Ist das Eoeffizientensystem vom Range eins, so fallen beide 
Ebenen zusammen und haben somit eine zweifache Mannig- 
Mtigkeit Yon gemeinsamen Punkten. 

in. Ist jenes Eoeffizientensystem yom Range Null, so haben die 
Gleichungen (5) eine dreifache Mannigfaltigkeit von Lösungen. 

Auch in diesem Falle ist die vorher geschilderte Auflösungs- 
methode der beiden Gleichungen genau diejenige, welche in der ana- 
lytischen Geometrie angewandt wird. Haben jene Ebenen nämlich eine 
durch den AnfEmgspunkt gehende Schnittlinie gemeinsam, so bestimmt 
man ihre Lage dadurch, dals man ihre drei Projektionen auf die 
Eoordinatenebenen aufsucht, welche selbst drei in diesen Ebenen durch 
den Anfangspunkt gehende Linien sind; von ihnen reichen stets zwei 
zur Bestimmung jener Geraden hin, die dritte ist durch sie eindeutig 
bestimmt. In der auf S. 22 auseinandergesetzten Theorie wurde das 
System (ß^ »0, g^=^ 0) ersetzt durch das äquivalente reduzierte System 
von drei Gleichungen 

G^i = 0, G,= 0, ös=0, 

und sie sind die Gleichungen der drei durch l hindurchgelegten Pro- 
jektionsebenen, weil sie l enthalten und von je einer der drei Eoordi- 
naten unabhängig sind; oder, was dasselbe ist, sie sind die Projektionen 
von l auf den Eoordinatenebenen. Auch hier folgt aus der Identität 

dals durch zwei von diesen Projektionen die dritte eindeutig be- 
stimmt ist. 

§2. 

Die deutlichste geometrische Yeranschaulichung der Determinante 
selbst erhält man bei der Untersuchung des Flächeninhaltes ebener, 
geradlinig begrenzter Figuren, speziell bei der Inhaltsbestimmung der 
Dreiecke aus den Eoordinaten ihrer Eckpunkte. Es seien 

die Eoordinaten von drei Punkten 1, 2, 3, bezogen auf ein beliebiges 
rechtwinkliges Eoordinatensystem, welches jedoch zunächst so an- 
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Fig. 1. 



genommen werden mag, dals das Dreieck ganz in seinem ersten 
Quadranten liegt , dals also alle seine Koordinaten positive Zahlen 
sind, so gelangt man zn der gesuchten Inhalts- 
bestimmung des Dreiecks (1,2^3) auf folgendem 
Wege: Fallt man yon den drei Eckpunkten 
die Lote (1,1), (2,11), (3,111) auf die a;-Achse, 
so erhält man drei Paralleltrapeze (1, 2, U, I), 
(2, 3, m, II), (3, 1, I, m), welche durch 
je eine Dreiecksseite, ihre Projektion auf die ^ 
a:-Achse, und die beiden zugehörigen Lote 
begrenzt werden, xmd deren Inhalte aus den Koordinaten der ent- 
sprechenden Dreiecksecken leicht berechnet werden können. Setzt man 
nämlich i 

2'»=y(Ii-I,)('»i + %), 

80 stellt dieses Produkt eine Zahl dar, deren absoluter Wert .gleich 

dem Inhalte i 

i-.(I,II)[(lI) + (2II)] 

des einen Trapezes (1,2,11,1), und deren Vorzeichen positiy oder 
negativ ist, je nachdem 5i — 5» < 0, d. h. je nachdem bei einem Um- 
laufe um das Trapez in der Richtung (1, 2, 11, 1) das Innere desselben 
links oder rechts liegt. Bildet man mm dieselben Ausdrücke T^ 



n 



und Tgj für das zweite und das dritte Trapez und aus ihnen die Sunmie 

A=T«+r„+r„=.i[(i,-^)(i,i+%)+(l,-l,)(%+%)+(l,-y(%+i?,)] 

SO heben sich aus ihr alle Flachenteile mit Ausnahme des gesuchten 
Dreiecks fort, weil sie in jener Summe zweimal aber mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen auftreten. Die zum Dreieck selbst gehörigen Teile 
dagegen kommen einmal xmd nur einmal Yor, und zwar mit dem positiven 
oder mit dem negativen Vorzeichen, je nachdem in dem zugehörigen 
Trapeze das Innere desselben links oder rechts liegt. Da aber für diese 
Trapeze ihr Inneres mit dem Dreiecksinneren zusammenföUt, so kommen 
diese Stücke mit dem positiven oder negativen Zeichen vor, je nach- 
dem bei einem Umlaufe um das Dreieck in der Richtung 12, 23, 31 
oder (1, 2, 3) das Innere desselben links oder rechts liegt Wir 
wollen die Umlaufsrichtung (1, 2, 3) positiv oder negativ nennen, 
je nachdem bei ihr das Innere des Dreiecks links oder rechts sich 
befindet. Dann stellt die Summe A in (1) den Dreiecksinhalt dar, 
aber mit dem positiven oder dem negativen Vorzeichen, je nachdem 
die Umlaufsrichtung (1, 2, 3) um das Dreieck positiv oder negativ ist. 
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In dem yorher gefondenen Ansdmck für 2A kann man jedes der 
drei Aggregate in Form einer Determinante schreiben; tat man das, 
so ergibt sich 

(la) 2A 



ll, It 


+ 


it, 1. 


+ 


U. i^ 


Vu V% 


1 


Vit Vi 




Vzf Vi 



aber man erkennt anch leicht, dais derselbe sich folgendermaben anoh 
als eine einzige Determinante darstellen la&t 



(Ib) 2A = 



«1 «si 5» v% 

Vi — Vz} % — % 



(5t-|,)(%-%)~(l,-|,)(%-%), 



in welcher nur die Differenzen der Koordinaten auftreten. Aus dieser 
letzten Form geht hervor, da(s A auch den Inhalt unseres Dreiecks 
mit dem oben angegebenen Vorzeichen darstellt, wenn dasselbe nicht 
im ersten Quadranten liegt, da man es ja in diesem Falle durch eine 
parallele Verschiebung der Abscissen- xmd der Ordinatenachse dorthin 
bringen kann, und da sich der Ausdruck (Ib) bei jeder von beiden 
Verschiebungen nicht ändert, weil in ihm nur die Differenzen der 
Abscissen bezw. Ordinaten auftreten. 

Aus diesem wichtigen Satze kann man eine glänze Reihe yon 
Folgerungen ziehen: Sind wieder (i^, i^^), (|,, rj^) die Koordinaten zweier 
beliebigen Punkte, und ist l die durch beide bestimmte gerade Linie, so 
wird ein Punkt P dann und nur dann auf l liegen, wenn der Flachen- 
inhalt des Dreiecks (P, 1, 2) gleich Null ist; seine Koordinaten {x, y) 
müssen demnach der Gleichung 



2A = 



oder 





+ 


1.,» 


+ 





»0 



^(^1- %) - y(Si- 6f) + 5i% - ls%= 



genügen. Dieses ist also die Gleichung der durch die beiden Punkte 
(1,2) bestimmten geraden Linie. 

'FSIli die dritte Ecke mit dem Anfangspunkte zusammen, sind also 
ihre Koordinaten ^8 = 179 = 0, und bezeichnet man dann jene dritte Ecke 
durch 0, so erhalt man für den doppelten FKcheninhalt des Dreiecks 
(0, 1, 2) mit dem oben bestimmten Vorzeichen den Ausdruck 

€1, Vi 

und dies ist wohl die einfachste und anschaulichste geometrische Dar- 
stellung der Determinante, welche es gibt. 
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(}ehen wir endlich zu einem n-Eck über^ dessen Ecken 1,2,... n 
die Koordinaten (^, 17J, . . . (in, Vn) haben mögen; wir nehmen wiederum 
das Koordinatensystem so gewählt an, daSs das 
Polygon ganz im ersten Quadranten liegt, und 
setzen weiter voraus, dals es sich nirgends 
durchsetzt. Projizieren wir dann seine samtlichen 
Eckpunkte auf die a;-Achse und nennen die 
Projektionen P^, . . . P„, so erhalten wir jetzt 
n Paralleltrapeze (i, » + 1, P», P<-|-i), durch 
deren Inhalte wir auch hier den des gesuchten Fig. t. 

Polygones darstellen können. Führt man nämlich wieder die Zahlen 
T„, T,,, . . . Tni durch die Oleichungen 

ein, so gibt auch jetzt die Summe 

n n 

2P = 2^T,,,+t^^{i,- h+t)(fi,+ Vi+i) 




<»1 



<ai 



-2 



durch ihren absoluten Wert den doppelten Inhalt unseres Polygons 
und durch ihr Vorzeichen an, ob die Umlaufsrichtung (1, 2, ... n) die 
positiye oder die negative ist Durch dieselbe Überlegung, wie vorher 
im Falle des Dreiecks, überzeugt man sich endlich, dafs die Beschrankung, 
das Polygon solle im ersten Quadranten liegen, entbehrlich ist. 



(1) 



§3. 
Die im § 1 der zweiten Vorlesung dargelegte Methode zur yoll- 
siandigen Auflösung der beiden Oleichungen 

f = a x + b y + c ^0 

beruht im wesentlichen darauf, dab das Funktionensystem (/*, f) durch 
ein ihm äquivalentes „reduziertes" (F, J") ersetzt wird, aus dem die 
Lösungen unmittelbar hergeleitet werden können; diese Methode fUirte 
auf einem gedanklich höchst einfsichen Wege zu jenen Lösungen und zu 
einigen charakteristischen Eigenschaften der Determinanten, aus welchen 
sie sich zusammensetzen. Es liegt nun sehr nahe, an Stelle von 
(fff) ein beliebiges äquivalentes System 

Kroncoker, Determliuuiteii. 3 



(2) 
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zu betrachten. Aus dem umstände^ dals dann die Lösnngen von 
(^ = 0, ^'»0) mit denen der Oleichongen (1) übereinstimmen^ folgt 
dann unmittelbar der Fondamentalsatz dieser Theorie, der sogenannte 
Moltiplikationssatz der Determinanten. 

Zunächst erkennt man leicht, dals das System (fyf) dann nnd 
nur dann dem abgeleiteten (9, 9') äqoiyalent ist, wenn die Deter- 
minante , 
(3) 



= («/»' -«'/J)^0 



ist. In der Tat folgt ja aus dem Satze auf S. 21, dab nur unter dieser 
Bedingung die beiden homogenen Gleichungen fOr f und f 

V'=ßf+ßr = 
einzig nnd allein durch die Lösungen yon (f= 0, /*''= 0) befriedigt werden. 

Es seien nun die Koeffizienten ( ' ^l t) ^^^ f ^^^ f ▼Sllig 

unbestimmte Groisen; dann besitzen die Gleichungen (1) die Losung 

(4) a;:y: l = |6,c|:|c,a|:|a,&|, 

und die Unbekannten sind durch diese Proportion eindeutig bestimmt 
Betrachtet man nun die beiden äquivalenten Gleichungen 

in denen auch die Substitutionskoeffizienten yöUig unbestimmt sind, so 
ergibt sich aus ihnen für die Unbekannten die Proportion 

(6) xiyil^\B,C\i\C,A\:\A,B\', 

und da diese Lösung mit der oben gefundenen notwendig übereinstimmt^ 
so müssen die Ausdrücke auf den rechten Seiten yon (4) und (6) einander 
proportional sein; hieraus ergeben sich die identischen Gleichungen 

(1\ l^i^l _ \B.C\ _ \C,Ä \ 

^'^ \a,b\ \b,c\ \c,a\ ' 

Da nun die Koeffizienten A, Ä und JS, J?' beziehlich nur (a, a') 
und (6, &') enthalten, so erkennt man leicht, dab der erste Quotient 
in (7) Yon den Koeffizienten c und c' yöllig unabhängig ist. Ebenso 
folgt, dals der zweite Quotient a und a\ der dritte h und V gar nicht 
enthalt. Der gemeinsame Wert X der drei Brüche in (7) ist daher 
yon den Werten der Koeffizienten von f und f völlig unabhängig 

und ist daher eine ganze Funktion von den vier Koeffizienten {^ ^ 
allein. Um ihn zu bestimmen, kann man also in der Identität 
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(7a) 



|a,6| 






a, b 



= i 



f&r die vier Eoefißzienten (a^ hy a\ V) beliebige Werte annelimen, für 
welche nur Zähler und Nenner nicht gleichzeitig yerschwinden dürfen. 
Setzt man aber speziell das System 



so wird offenbar 



C,'.)-(i;?)' 

(A, B\_/a, tt\ 
\A', B) ~ \ß, ß')' 



and aus (7 a) ergibt sicli daher X = 
(7 a) die fundamentale Identität 



I«, « 
\ß.ß'\ 



So erhält man also aus 



(8) 



tf. a 



ß,ß' 



b 
V 



aa + a'a', ah + «'&' 
ßa + ß'a', ßb + ß'b' 

oder ausgeführt 

(8a) {aß'--a'ß){aV-a'h)^{aa+c/a')(ßb+ß'V)-(ab + (^V)(ßa + ß!ay 

Diese Identität, welche der Mnltiplikationssatz der Deter- 
minanten genannt wird, läfst sich in unserem einfachen Falle natürlich 
durch direkte Ausrechnung leicht yerifizieren, und man erkennt so auch, 



dab sie in dem Yorher ausgeschlossenen Falle 



a, a 

ß,ß' 



ebenfalls 



besteht Bei der hier gegebenen Herleitung erhält man aber zugleich 
die Einsicht, dals dieser Satz eine notwendige Folge davon ist, dab 
äquivalente Gleichungssysteme gleiche Lösungen haben; und man ge- 
langt so, wie sehr häufig in dem Gebiete der Determinanten und dem 
höheren der Invarianten, dazu, derartige Identitäten a priori durch 
einfache gedankliche Entwickelungen zu erschlielsen. Dieser W eg 
is tdem anderen, der direkten Ausrechnung, stets bei weitem vor - 
zuziebeff j dft ^^^.^j.? der Math em atik gerade de n Zweck verfolgen, 
uns d urch Gedank^. die Bechenarbeit zu ersparen. Hier hat uns die 
Algebra der Mühe überhoben, die komplizierte Rechenvorschrift, welche 
in der Determinante auf der rechten Seite von (8) enthalten ist, aus- 
zuführen, indem sie jenen Ausdruck durch das Produkt auf der linken 
Seite ersetzte, und diesen Vorteil konnten wir uns nur dadurch 
verschaffen, dals wir für die hier auftretenden Zahlen unbestimmte 
Gröisen, Buchstaben, zu setzen imstande waren. AuJGsierdem mag 
gleich an dieser Stelle hervorgehoben werden, dals nur deshalb der 

3* 
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Satz (8) hier so einfach abgeleitet werden konnte, weil wir Yon Yom- 

herein zn den in ihm auftretenden Unbestimmten ( | , , | noch die Eon- 
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stanten e nnd c' hinzngenommen, also das Gebiet der Unbestimmten 
erweitert hatten; denn sonst hätten wir nicht die Unabhängigkeit der 
Quotienten (7) yon den Koeffizienten der Funktionen (1) erschlielsen 
können. Auch diese „Erweiterung des Bereiches der Unbestimmten'' 
ist in der ganzen Arithmetik und Algebra von hoher Bedeutung und 
groisem Nutzen. 

Der Beweis des Multiplikationstheoremes laust sich auch in einer 
anderen Weise fOhren, welche einen Einblick gewährt in die arith- 
metische Behandlung der ganzen Funktionen mehrerer Variablen, auf 
welche im folgenden die Determinantentheorie gegründet werden solL 
Aus dem Satze auf S. 21 folgte, dals zwei homogene Gleichungen mit 
zwei Unbekannten 

^^ f'=a'x + Vy^O 

dann und nur dann eine wesentliche d. h. eine yon der triyialen 
x^y ==0 yerschiedene Losung besitzen, wenn ihre Determinante 
(ab' — a'b) yersohwindet. Ist dies der Fall, und bildet man aus f und f 
zwei andere Formen 

q>^af+a'f=>Äx + By 

wo die nenen Koeffizienten die in (5) angegebene Bedentnng haben, 
80 besitzen diese offenbar ebenfalls eine wesentliche Lösung, d. h. ihre 
Determinante yersohwindet ebenfalls. Diese zweite Determinante 



(10) D(a, h, a', &') = 



A, B 
A', B' 



ua + tt'a', ab + «'b' 
ßa + ß'a', ßh + ß'b' 



ist also eine ganze Funktion von (a, h, a', b'), welche identisch yer- 
sohwindet, sobald I a, & I = 0, d. h. falls 

a 
ist Betrachtet man nun D fOr den Augenblick als Funktion yon b* 
allein, so folgt aus ihrem Ausdruck in (10), dafs sie die Form hat 

D(&') = P6'+e, 
wo P und Q ganze Funktionen yon (a,b,a') sind; da nun 

ist, so ergibt sich 



§ 8. Zweiter Beweia des MnltiplikationMatMs. 
/a'b\ „ A, a'b\ 
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2)(6') = i)(&')-i>(V) = -P(^'-V)' 



d. h. es ist 
(10a) 

Diese Gleichnng zeigt; dafs das Produkt P{aV — a'b) als Fimktion Yon a 
allein betrachtet, durch den Faktor a teilbar ist. Da aber der zweite 
Faktor \a,b\ nicht ein Vielfaches yon a ist, so mds P durch a teil- 
bar, d. h. P == aP^ sein, wo Pj wieder eine ganze Funktion von 
a, b, a* bedeutet. Dadurch geht jene Gleichung über in 



(10b) 



L(a,b,a\b')^P^(aV-a'b). 



Da die linke Seite, wie sich aus der Entwickelung yon (10) ei^bt^ 
eine ganze homogene Funktion der zweiten Dimension yon {a,b,a\b') 
ist, und ein Gleiches yon der Determinante (ab^ -- a'b) gilt, so ent- 
halt der erste Faktor P^ diese Eoe£Gizienten gar nicht; um ihn zu be- 
stimmen, kann man also für diese beliebige spezielle Werte wählen. 

Setzt man also wie vorher f J A = u' V)' so ergibt sich mit Be- 
nutzung yon (10) ' * 



P,= D(1, 0,0,1) = 



ßfß'[ 



man erhalt also wieder aus (10b) das Multiplikationstheorem 



ß, ß' 



b 
b' 



ua + tt'a', ttb + a'b' 
ßa + ß'a', ßb + ß'b' 



Die beiden vorangegangenen Beweise des Multiplikationssatzes 
beruhten im wesentlichen auf der Transformation eines Funktionen- 
systemes in ein äquivalentes xmd auf der Vergleichung ihrer Lösungen. 
Ebenso wichtig und fruchtbar wie diese ist die Transformation der 
Variablen. Führt man in den Funktionen 



/'(^i») = « x + b y + c 
f{x,y)^a'x + Vy + c' 

an Stelle von Xy y neue Variable |, i; ein durch die Gleichungen 

.... x^Xi + lkvi 

80 yerwandeln sich dieselben in lineare Funktionen von (|, i}) 
/• (i 4 + /ti, , i' 1 + ft' ij) = 9 (1 , 1?) = (o A + 6 X') ^ + (« /* + 6 <*') 1? + c 



(11) 
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Lost man nun die Oleichungen (/*= 0^ f=^0) nach x nnd y, die 
Oleichnngen (y »0, q>'=^ 0) nach (^, rj) auf , so erhalt man die 
folgenden Werte 



6 = 



a> + 6>',C 



a'X + b'X\ a>+6V' 

|a,ft| 



^ = 






,. _ I gl a I 



nnd diese sind fCLr unbestimmte Werte der Koeffizienten ( r xr r tr f I 

eindeutig bestimmt Ersetzt man also in der ersten Transformations- 
gleichung (IIa) X, if rj durch ihre hier gefundenen Werte, so eigibt 
sich die folgende IdentitiLt 



\h.c\ _ 
|a,6| - 






+ f* 









Für unsere Zwecke genügt es, diese Gleichung für irgendwelche be- 
sonders einfache Werte von c und c' zu betrachten. Setzen wir 
c = 0, c' = l, so ergibt sich 

b _ X(aft + 6ftO-f^(aX + tXO __ 5 (X f*' - X'|0 



\a,h\ 



aX + bX\ ati + bti' 
a'X + 6'X', a> + 6V 

und durch Multiplikation mit den Nennern erhalten wir die Gleichung 



aX + 5X', af*+5f*' 
a'X + 6'X', aV+6>' 



(12) 



b 

V 



r, ft' ^ a'i + &'r, aV + &V' ' 

Die drei hier auftretenden Determinanten gehören zu den Systemen 

/a, h\ /X, ii\ ^. /aX + b X\ a (i + b (i\ 
\a\bT Ir, fi7 ^'^ \a'X + b'X\ a'(i + V(iO' 

Yon denen das dritte offenbar in dem oben angegebenen Sinne aus den 
beiden ersten komponiert ist; folglich haben wir in (12) zum dritten 
Male den Multiplikationssatz erwiesen. 



Vierte Vorlesniig. 

Die Komposition der Systeme. — Gnmdregeln für das Bechnen mit Systemen. — 
Dm Einheitssystem. — Beziproke nnd transponierte Systeme. — Elementare 
Systeme. — Die Fundamentaleigenschaften der Determinante. — Dekomposition 
der Systeme. — Die Determinante als Invariante für die Reihenfolge der Kom- 
position. — Qeometrische Anwendungen: Eindeutige Abbildung zweier Ebenen 
aufeinander. Koordinatentransformation. — Die Determinante ab Korrelations- 
faktor der Abbildung. — Orthogonale Systeme. 

§ 1. 

Der am Ende der yorigen Vorlesuiig abgeleitete Multiplikatioiuraatz 
fCLr die Determinanten lehrt^ dafs die Determinante des ans den Elementen 
zweier Systeme 

(» et) -^ &,:■) 

gebildeten neuen Systemes 

/oN /aX + h X', aii + b ii\ 

^""^ WX + VX\ aV + 6V7 

gleich dem Produkte der Determinanten jener beiden ersten ist. 

Wir lernen so eine eigentümliche BechnnngsYorschrift kennen, 
durch welche aus zwei Systemen ein drittes erzeugt werden kann; die 
weiteren Untersuchungen werden nun lehren, dals in allen Anwendungen 
der Determinantentheorie zwei Systeme immer nur auf diese Weise 
miteinander yerbunden werden; und zwar gilt dies nicht blols für 
diese einfachsten Systeme der zweiten Ordnung, sondern ganz allgemein 
fOr die Systeme von n Zeilen und n Kolonnen. Daher soll diese 
BedmungsYorschrift schon jetzt genauer studiert und zur Grundlage 
des Rechnens mit den Systemen gemacht werden. 

Der blolse Anblick des Systemes (2) lehrt, dals jedes seiner 
Elemente aus denjenigen der Systeme (1) dadurch gebildet wird, dals 
man die Elemente je einer Zeile des ersten mit den entsprechenden 
Elementen je einer Kolonne des zweiten Systemes multipliziert und 
die so entstehenden Produkte addiert. Bezeichnet man zur Abkürzung 
mit H^ und E^ die erste und die zweite Zeile des ersten Systemes, und 
entsprechend mit V[ und Vj^ die beiden Vertikalreihen oder Kolonnen 
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des zweiten Systemes in (1)^ so kann man das komponierte System 
symbolisch so schreiben 

indem allgemein unter ^^ VI die Summe der Produkte der Elemente 
Yon H^ und der entsprechenden Elemente yon F^' yerstanden wird. 
Wir nennen das so gebildete dritte System (2) aus dem ersten und 
zweiten Systeme in (1) komponiert; und die beiden Systeme (1) werden 
die Komponenten des dritten genannt. Bei dieser Bezeichnung kann 
also der Multiplikationssatz der Determinanten einfetch folgender- 
maben ausgesprochen werden: 

Die Determinante eines aus zwei anderen komponierten 
Systemes ist dem Produkte der Determinanten seiner Kom- 
ponenten gleich. 
In neuerer Zeit pflegt man ein solches System abgekürzt durch 
einen Buchstaben zu bezeichnen; man setzt also z. B. 

und bezeichnet dann das aus beiden komponierte System (2) durch 
das Symbol ST. Die Gesetze , welche dem Rechnen mit diesen 
Systemen zu Grunde liegen, sollen im nächsten Abschnitte auseinander- 
gesetzt werden. 

§2. 
Sind 

zwei beliebige Systeme von je vier Elementen, und bildet man aus ihnen 
nach der Vorschrift des vorigen Abschnittes das dritte 

(aX + h X\ afi + 6fi\ 






so heilst V das aus S und T (in dieser Reihenfolge) komponierte 
System. Diese Operation ist der Multiplikation sehr nahe verwandt^ 
und man bezeichnet daher diesen Zusammenhang auch entsprechend 
durch die Gleichung ST= V oder ausgeschrieben 

', 67 U', ftV ^WX + 6'i', aV + b'giO' 

Ein wichtiger Unterschied zwischen dieser Komposition der Systeme 
und der Multiplikation der Zahlen besteht aber darin, daCs man hier 
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nicht die Reihenfolge der Komponenten yertanBchen darf; denn das in 
umgekehrter Reihenfolge komponierte System 

^ ^ ^ U', (lO W, V) "" U'a + ^'a', Vh + ^'67 

ist offenbar in seinen Elementen von dem obigen yolIsi»ndig yer- 
schieden. Hierauf beruht die gröfsere Schwierigkeit^ aber auch das 
weit höhere Interesse, welches die Komposition der Systeme vor der 
Multiplikation der Zahlen voraus hat. Sie erinnert hierin an gewisse 
zusammengesetzte Worte (wie Stammbaum, Hausrat, Zahlwort), welche 
eine Töllig andere Bedeutung erhalten, wenn man ihre Bestandtefle in 
umgekehrter Ordnung zusammensetzt. Sind zwei spezielle Systeme 8 
und T so beschaffen, dals 

ist, so heifsen S und T miteinander yertauschbar. 

Hat man drei. Systeme 8j T, U, so kann man das neue System F, 
welches man erhalt, indem man zuerst S mit T und das Resultat 
wieder mit U komponiert, kurz durch 

bezeichnen. Die einfache Ausrechnung lehrt aber, dals man zu 
genau demselben Resultate gelangt, wenn man 8 mit dem Kompositions- 
resultate Ton T und ü komponiert, d. h. dals auch 

(1) r^(ST)U^8(TU) 

ist; denn wie man jene Komposition auch ausführt, man erhalt immer 
eine und dieselbe Gleichung 

0^\ A li\(a, ß\/a Xa-\'b X' tt-^a fi€^+b fi' c^, a Xß+b X^ß+a [ißf+b [i'ßf\ 
,67 U^^'Aa',/J7 W;ia+ 6';i'a+aVa'+6ya', a!Xß+VX'ß+a'fißf+Vfi'ß!r 

ein anderer nicht auf die Ausrechnung gegründeter Beweis für diese 
Tatsache wird auf S. 60 gegeben werden. Offenbar gilt ein Gleiches 
auch für die Komposition yon mehr als drei Systemen. Also teilt ein 
aus beliebig vielen Komponenten zusammengesetztes System mit einem 
Produkte die Eigenschaft, dals das Resultat immer dasselbe ist, wie 
auch unter Festhaltung der Reihenfolge der Komponenten diese bei der 
Komposition zusammengefalst werden. 

Aus diesem Grunde kann und soU der gemeinsame Wert jener 
beiden Systeme (1) durch 

bezeichnet werden. 
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iBt 

ST=r, 

80 best^ der Mnltiplikationasatz der Determmanten, dab 

\8\\T\ = \r\ 

IBt, wenn man allgemein unter | 27| die ans dem Systeme ü gebildete 
Determinante yersteht; eine gleiche Beziehung besteht offenbar bei der 
Komposition Ton drei and mehr Systemen, z. B. folgt ans der Glei- 
chung r=^8TU 

\r\==\s\]T\\u\. 

Es ist also eine und zwar eine besonders merkwürdige Eigen- 
schaft der Determinante eines Systemes 8, dals sie eine Funktion 
seiner vier Elemente ist, fflr welche die Reihenfolge der Kompositionen 
gleichgültig ist, denn es ist ja 

|fifT| = |rÄ| = |S|.|T|. 
Schon hier drängt sich die Frage auf, ob es noch andere Funk- 
tionen j( J , ,j von den vier Elementen (a, b, a', 6') gibt, welchen 

dieselbe Eigenschaft zukommt. Im § 5 dieser Vorlesung wird diese 
Frage eingehend untersucht und nachgewiesen werden, dals dies im 
wesentlichen nicht der Fall, dals vielmehr die Determinante die einzige 
„Invariante'^ für die Reihenfolge der Kompositionen ist 

In der gewöhnlichen Zahlentheorie bezeichnet man als die Einheit 
diejenige Zahl, mit der jede Zahl multipliziert werden kann, ohne dals 
sich ihr Wert verändert, d. h. für welche a . 1 » a ist Ebenso woUen 
wir ein System E ein Einheitssystem nennen, wenn jedes andere 
System mit ihm komponiert werden kann, ohne dals sich sein Wert 
ändert Setzt man also 

WO die vier Elemente noch zu bestimmen sind, so mülste 

Q F /a, 6 \ /^, ^ \ /a A + 6 ^', a ^ + 6 ^\ /», fc \ 
^^ ^ Va', 67 U', ^7 ^ WX + VV, a'(i + 6V7 " W, V) 

sein, und hieraus folgt unmittelbar, dals jener Forderung für un- 
bestimmte f I , J dann und nur dann genügt wird, wenn 

genommen wird. 
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Aus der fftr jedes System bestehenden Gleichung 
/l, 0\ /a, 6 \ /a, 6 \ /l, 0\ _ /a, 6 \ 
VO, 1/ \a\ V) "■ \a\ VI VO, 1/ ~ U', 67 
folgt noch weiter^ dals E8=^SE ist, d. h. dals das Einheitssystem 
mit jedem anderen vertauscht werden kann. 

Zu einer jeden von Null verschiedenen Zahl a existiert eine andere 
endliche Zahl — oder ä~^y die mit ihr multipliziert die Einheit ergibt 
und welche ans diesem Grunde die zu a reziproke Zahl genannt wird. 

Ghmz ebenso gehört zu jedem Systeme 5 = ( | , , j im allgemeinen 

ein anderes l] ,V welches mit jenem komponiert das Einheitssystem 

ergibt, fElr welches also 

(^) CJ.)&,:.)=(J;?) 

ist. Soll ein solches System existieren, so muXs notwendig die Deter- 
minante 



= aV-a% 



a, b 

a\ V 

des Torgelegten Systemes Ton Null yerschieden sein, wie man sofort 
einsieht, wenn man in der Eompositionsgleichung (2) zu den Deter- 
minanten übergeht und beachtet, dals die Determinante des Einheits- 
systemes gleich Eins ist. Ist aber A yon Null yerschieden, so existiert 
stets ein und auch nur ein solches System. Führt- man nämlich in (2) 
die Komposition aus und setzt das so sich Ergebende dem Einheits- 
systeme gleich, so erhalt man zur Bestimmung der unbekannten Elemente 
(A, il') und (ft, ft'), die beiden Paare yon Gleichungen 

a;i + 6r=l a^ + 6^' = 

und diese ergeben als einzige Auflösung die Werte 

V h 



Zu jedem Systeme iS=( J ,,) mit nicht yerschwindender 
Determinante A gehört also ein und nur ein anderes 



h 
a! , a 



welches die Eigenschaft hat, dals das erste mit dem zweiten 
komponiert das Einheitssystem ergibt. 
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Wegen der Analogie mit den gewöhnlichen Zahlen nennt man 
dasselbe das zu 8 reziproke System and bezeichnet es durch 5"*^ 
Durch direkte Ausrechnung überzeugt man sich aber femer, dals das 
reziproke mit dem ursprünglichen Systeme yertauschbar ist^ d.h. dals auch 

(4) S-^S^SS-^^E 

ist Man kann also das zu S reziproke System auch als dasjenige defi- 
nieren, welches mit jenem in irgend einer Reihenfolge komponiert 
das Einheitssystem ergibt. Aus der letzten Gleichung folgt endlich noch^ 
dafs das reziproke System yon 8^^ wieder S ist, dals hier also die 
YoUe Analogie mit der gewohnlichen Multiplikation besteht. 

Gteht man in der Gleichung (4) yon den Systemen zu ihren 
Determinanten über, so ergibt sich 

wenn A' die Determinante des reziproken Systemes bezeichnet, ein 

Resultat, welches durch direkte Ausrechnung sofort bestätigt werden kann. 

Die Determinanten reziproker Systeme sind also reziproke 

Zahlen. 

Durch die Einführung der reziproken Systeme wird das Rechnen 

mit den Systemen betrachtlich erleichtert Aus einer Gleichung yon 

der Form P8Q==T 

kann man z. B. das System S unmittelbar ausrechnen, wenn die Deter- 
minanten I P I und \Q\ der beiden Systeme P und Q yon Null yer- 
schieden sind. Bezeichnet man nämlich mit P"*^ und Q^^ die zu 
P und Q reziproken Systeme, so erhalt man, indem man beide Seiten 
dieser Gleichung yom mit P""* und hinten mit Q^^ komponiert, die 
folgende Darstellung yon 8 

8=^P''TQ'\ 

Von dieser Auflösungsmethode wird im folgenden ein ausgedehnter 
Gebrauch gemacht werden. 

Komponiert man ein System 8 mit sich selbst, so soll das 
Resultat 88 mit 8^ bezeichnet werden. Es ist also 

(a, b y_ (a, i\ (a,h\_(a^ +ba', ab + bV\ 
\a\ V) ^ \a', 67 \a\ v) " Wa+ 6'a', a'6 + 6' V' 

und entsprechend soll allgemein 8^* das Resultat der fA- maligen Kom- 
position yon 8 mit sich selbst angeben. Dann ist allgemein für irgend 
welche zwei positiye Zahlen [i und v 

(5) 8*" 8' ^8'"^' ^8^8'', 
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d. k zwei Potenzen eines nnd desselben Systemes mit positiven Ex- 
ponenten sind miteinander yertanschbar. Diese Gleichung bleibt auch 
richtig, wenn einer der Exponenten fi nnd v oder beide gleich Null 
sind, falls man analog wie bei den Zahlen 



8' 



-^-(J:?) 



setzt Es sei endlich die Determinante Ton S nicht Null und 8 ^ das 
zu 8 reziproke System, so ist auch 

Ebenso werde mit 8"^^ das Resultat der zweimaligen Komposition yon 
flT"^ mit sich selbst bezeichnet, also iS""*= (S~*)(iS""*) gesetzt; dann 
ist aber 

8^8'^^8(88^')8^^^8E8^^=^88^'^E, 

d. h. iST"' ist das zu 8^ reziproke System. Bezeichnet man entsprechend 
mit 8"'' das Resultat der v-maligen Komposition yon 8^^ mit sich 
selbst, so folgt genau ebenso * 

d. h. 5"^ ist das reziproke System zu 8^. 

Dann folgt ohne weiteres, dab bei diesen Festsetzungen die 
Fundamentalgleichung (5) gültig bleibt, wenn [i und v beliebige posi- 
tive oder negative ganze Zahlen oder auch Null sind. Sind nämlich 
beide negativ, so braucht man ja nur 8'^^=!, zu setzen, um diesen Fall 
auf den Fall positiver Exponenten zurückzuführen; ist aber fi=^ — m 
und v = n und ist etwa m ^n, so ergibt sich 

und genau ebenso wird dieser Satz für m > n bewiesen. 

Zwei Potenzen eines und desselben Systemes mit nicht 
verschwindender Determinante und beliebigen ganzzahligen 
Exponenten sind also stets vertauschbar. 

Das System 

welches aus 8=1 | , J dadurch hervorgeht, dals man in ihm die 

Zeilen mit den Kolonnen vertauscht, heiJjBt das zu 5 konjugierte 
oder das transponierte System (Jacobi, Grelles Journal, Bd. 53, 
8. 266; Werke, Bd. III, S. 683). Es soll vorlaufig nur darauf aufmerksam 
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gemacht werden, dab die Determinanten jener beiden Systeme über- 
einstimmen, denn man erkennt sofort, dals 

|fif| = |S|==a6'~a'6 
ist. 

§3. 

Darcb die nahen Beziehungen, welche zwischen der Komposition 
der Systeme und der Multiplikation der Zahlen bestehen, wird man 
naturgemäls darauf geführt, die allgemeinen Systeme von vier Elementen 
in derselben Weise in elementare, nicht weiter zerlegbare Systeme zu 
dekomponieren, wie man in der Arithmetik jede zusammengesetzte 
Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren darstellt. Hierdurch wird dann 
Yon selbst die Untersuchung der allgemeinen Systeme auf die viel 
einfachere der elementaren reduziert. 

Die Frage, welche Systeme als elementare anzusehen sind, ist hier 
keine Tollstandig bestimmte, weil wir die Elemente der Systeme Tor- 
laufig als Tollstandig beliebige Gröfisen yoraussetzen; die Bestimmung 
darüber hangt yielmehr Yon dem Charakter der speziellen Unter- 
suchung ab. Die einzige Forderung, welche man an diese Elementar- 
systeme zu stellen hat, ist die, dals sich alle anderen aus ihnen zu- 
sammensetzen lassen, und dab keins Ton ihnen durch alle anderen 
darstellbar ist. 

Für die Untersuchung der Systeme Yon vier Elementen können 
und wollen wir als elementare die folgenden drei Systeme ansehen 



I. J = 

n. 
m. 



YO,-ix 

VI, 0/ 

(1, 1) 

VO, 1/ 



wo die in dem dritten Systeme auftretende Grofise p eine ganz beliebige 
Zahl bedeutet Die Determinanten der beiden ersten Systeme sind 
offenbar gleich eins, die des letzten gleich p. Wir werden zeigen, 
dals sich jedes beliebige System aus diesen zusammensetzen labt, dals 
sie also in gewissem Sinne die Rolle yon Primfaktoren im Gebiete der 
Systeme spielen. Zuerst wollen wir aber die Eigenschaften dieser 
Elementarsysteme selbst untersuchen und dann fragen, wie ein be- 
liebiges System geändert wird, wenn man es mit einem der drei 
Elementarsysteme yom oder hinten komponiert. 
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Das erste System ist dem Einheitssysteme sehr nahe yerwandt, 
denn es bestehen für dieses offenbar die folgenden Eompositions- 

^^^ ..=C;-J)'.(-J;J) 






Durch viermalige Komposition dieses Systemes mit sich selbst er- 
hält man also das Einheitssystem. Ans diesen Gleichungen folgt mit 
BerAcksichtigung von (5) des yorigen Abschnittes die allgemeinere 

Auch das zu J reziproke System ist durch J darstellbar, denn es ist 
offenbar 

Komponiert man das zweite System ein oder mehrere Male mit 
sich selbst, so ergibt sich 

(1, 1)*^ (1, 2N 
\0, 1/ \G, 1/ 

und allgemeiner fOr jede positive ganze Zahl t 

\0, 1/ \0, 1/ 
Da8 reziproke System zu dem System II ist offenbar ( ' ^ ), weil 

/1, + 1W1,-1X^ /1,0\ 

Vo, 1/ \o, 1/ \o, 1/ 

ist; and man erkennt ebenso, dals allgemein fBr jedes ganzzahlige t 

a;r=a;-i)- 
a..,^[(j;iyr=a;;r- 

Auch hier kann man das reziproke System (^ . j zwar nicht 

durch das zweite Elementarsystem allein, wohl aber durch das zweite 
und erste darstellen. 
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Bildet man nämlich das System 

«-(?;-J)a;l)-={M> 

SO ergibt sich leicht, dals 
ist, und hieraus folgt 

durch hintere Komposition mit (^' A und yordere mit L' ) 
findet man daher die zu beweisende Gleichung 

/i, ir'^/o,-iy/i, i\ /o,-i\ /i, i\ /o,-i\ 

Vo, 1/ ""Vi, 0/ VO, 1/ VI, 0/ \0, 1/ \1, OA 
Für ein beliebiges auch nicht ganzzahliges t kann man aber das 
System f^' .j nur unter Hinzuziehung auch des dritten Elementar- 
systemes darstellen, und zwar durch die Eompositionsgleichung 

a:D-C,?)a;i)(!;:> • 

also speziell fflr ^ = — 1 

/i,-i\^/-i,owi, iw~i,oy 
\o, 1/ \ 0, 1/ Vo, 1/ V 0, 1/ 

Das reziproke System zu f ^' ^ j ist ein System derselben Arty 



denn man hat 



(o."r-(t:) 



Wir wollen nun zunächst die Wirkung untersuchen, welche die 
Komposition mit einem dieser drei Elementarsysteme auf ein beliebiges 

System /S = f | , J und auf dessen Determinante ausübt. Komponiert 

man dasselbe zunächst vom oder hinten mit dem ersten Elementar- 
system, so erhält man die beiden Gleichungen 



(1) 



/0,-lWa, b\_(-a',-b'\ 
Vi, 0/ W, b'/~\ a, 6 / 
(a, &W0,-l\_/6, -a\ 
V, 67 \1, OJ~\b',-a'J 



§ 8. Elementare Systeme. 
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Im ersten Falle werden also die beided Horizontalreihen des Systemes 8 
yertanscht; wobei die neue erste Zeile das negative Zeichen erhalt. Bei 
der hinteren Komposition mit demselben Elementarsystem yertanschen 
sich die beiden Yertikalreihen, und die neue zweite Kolonne erhalt das 
n^pitive Zeichen. Die Komposition mit diesem Systeme bewirkt also 
jedesmal eine Yertauschung der Zeilen oder Kolonnen; aus diesem 

Grunde wird l' 0/ ^ Yertauschungssystem genannt. 

Gteht man in den beiden letzten Gleichungen von den Systemen zu 
ihren Determinanten über und berücksichtigt dabei, dals die Deter- 
minante des Yertauschungssystemes gleich eins ist, so ergeben sich die 
Identitäten 



(la) 



a, b 
a',h' 



-a', -b 
a, b 



V, 



Die Determinante bleibt also ungeandert, wenn man ihre 
Zeilen oder ihre Kolonnen yertauscht und der neuen ersten 
Zeile oder der zweiten Kolonne das negatiye Zeichen beilegt 

Betrachtet man an Stelle des zweiten Elementarsystemes (^' A 
gleich das allgemeinere [^ . j, welches sich ja aus den drei Elementar- 
systemen zusammensetzen laust, so ergeben sich hier entsprechend die 
Kompositionsgleichungen 



(2) 



/l, t\ (a, b\ (a + ta', b + tb'\ 
\0, 1/ Va', 6'/ ^ \ a' , 6' / 
(a, b\ (1, t\_(a, at+b\ 
\a\V) Vo, l/~Va', a't + V/ 



Im ersten Falle werden also zu den Elementen der ersten Horizontal- 
reihe die mit i multiplizierten entsprechenden der zweiten, im zweiten 
Falle werden zu den Elementen der zweiten Kolonne die mit t mul- 
tiplizierten entsprechenden der ersten addiert. 

Geht man auch hier zu den Determinanten über, so ergeben sich 
die beiden Identitäten 



(2.) 



a',6' 



\a + ta\ b-\-tb' 
a' b' 



la, a t + b 
\a',a't + b' 



(3) 



Für das dritte System endlich erhält man die Eompositionsgleichmigen 
(P, 0\ /a, b\_/pa,pb\ 
\0, 1/ W,b')~\a', b') 
m, b\ /p, 0\_/pa, b\ 
\a',b') \0, l)~\pa',b')' 



Kroneeker, Detenninantan. 
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und beim Übergange zu den Determinanten 

(3») 

Dnrch Verbindung der Gleichungen (la), (2a); (3a) ergibt sich 
jetzt folgendes System Ton Determinantenrelationen 



a, b 
a',b' 


= 


pa,pb 
a' b' 


- 


pa, b 
pa',b' 



a, b 






a',b' 




1 


b, a 












a\b' 


" 


a, b 




b',a' 






a + ta', b + tb 


1 


a , b 


~ 


a' , b' 




a' + ta, b' + tb 




a, b +ta 




a+tb,b 




" 


a',b'+ta' 


" 


a'+tb',b' 


} 


a,b 
a',V 


- 


P 
P 


a, b 
»',b' 


=- 


a,pb 
a',pb' 


- 


pa, 


pb 
b' 


- 


P 



(4) 



a , b 
pa', pb' 

nnd aus ihnen ergeben sich als unmittelbare Folge des Mnltiplikations- 
theorems die folgenden Fondamentalsatze fElr die Determinanten zweiter 
Ordnnngy welche hier auch leicht durch direkte Ausrechnung yerifiziert 
werden können: 

L Die Determinante wechselt nur ihr Zeichen, wenn in ihrem 
Elementensystem die beiden Zeilen oder die beiden Kolonnen 
Yertauscht werden, 
n. Die Determinante bleibt ungeandert, wenn man zu den 
Elementen einer Reihe gleiche Multipla der entsprechenden 
Elemente der Parallelreihe addiert 
in. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile oder einer Kolonne 
mit derselben Zahl p, so erhalt man das p- fache der Torigen 
Determinante. 

Schon in § 2 der dritten Vorlesung wurde herror- 
gehoben, dals man das geometrische Bild einer Deter- 




minante 



a, b 



a\V 
Ebene zwei Punkte P und P' 



Vif.». 

werden mag. 



fundenen anschaulich deuten. 



erhalten kann, indem man in der 

mit den Koordinaten 
(a, 6), {a\ V) und durch diese und den AnÜEuigspunkt 
ein Dreieck P P' bestimmt. An diesem geome- 
trischen Bilde kann man, wie hier nur kurz erwähnt 
alle Determinantensatze speziell die drei soeben ge- 



I 4. Zerlegung eines beliebigen Sjstemes in Elementanjsteme. 
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So sagt z. B. der Satz 



a, b 



-6' 






aos; dafii der Inhalt und die Umlaiifsrichtaxig des Dreiecks OPP' xm- 
gmndert bleibt, wenn man statt des Punktes P' == (a', V) seinen in Be- 
zog auf den AnfEUigspmikt symmetrischen P[ » (— a', — &') wShlt, und 
Zugleich die Reihenfolge von P und P[ yertauschi 



Der zweite Satz 



\a, b 

U',6' 



a + ta', b + tV 
V 



besagt, dais alle die- 



jenigen Dreiecke, deren gemeinsame Ghrundlinie OP^ ist, und deren 
Spitzen auf der durch P zu OP^ gezogenen Parallelen liegen, mit 
OPP* inhaltsgleich sind und dieselbe Umlaufsrichtung haben, d. h. 
er ist der Elementarsatz über die Inhaltsgleichheit Yon Dreiecken 
mit gleicher Grundlinie zwischen denselben Parallelen. 



Der dritte Satz p 



a, b 



pa,pb 



spricht aus, dals Dreiecke 



Yon gleicher Höhe sich yerhalten wie ihre Ghrundlinien. 



§4. 
Es soU nun gezeigt werden, dais jedes System y r irj» dessen 

Determinante A»a&'— a'& nicht gleich Null ist, als das Resultat 
der Komposition elementarer Systeme darstellbar ist. In diesem ein- 
fiMihsten Falle kann man nun jene Zerlegung direkt angeben. Zu- 
nächst kann man ein System mit der Determinante A als Produkt 
eines Elementarsystemes und eines solchen mit der Determinante eins 
darstellen; denn auf der rechten Seite der Identität 



oxfMtl) 



ist ja das erste System bereits ein elementares, während das »zweite 

die Determinante — ^ — = 1 hat 

Zur Dekomposition dieses letzten Systemes kann man aulser den 

elementaren Systemen auch solche von der Form (^' .j benutzen, 

weil diese ja aus den elementaren in bekannter Weise komponiert 
sind. Aus diesen und den Yertauschungssystemen kann nun das 
soeben betrachtete leicht zusammengesetzt werden. Bildet man i^m- 
lich das Eompositionsresultat der fElnf Systeme 
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(U (^' «\ (0,-l\n,ß\(0,-l\(l, y\ (aß-1, aßy-«-y\ 

^^^ \o, iMi, 0/Vo, lAi, o/Vo, 1/ V /j, ßy-1 )> 

80 ist dieeee ein System, dessea Detemünante gleich eins ist, weil 
dasselbe Ton allen seinen Komponenten gilt. Damit dieses aber mit 



\a\ V) 



übereinBÜmme, braucht man nur die bis jetzt noch willkür- 



lichen Ghrölflen a^ ß, y so zu bestimmen, dafis 

ß^a\ /Jy — 1 = 6' 

wird. Aus der ersten, dritten und vierten Gleichnng ergeben sich 
unter der Voraussetzung a'^0 für diese Grölsen die folgenden Werte: 

und die zweite Gleichung ist dann Ton selbst erfüllt, weil sie eine 
Folge der drei übrigen und des Umstandes ist, dafs die Determinante 
gleich eins ist. 

Ist also a'^0, so erhalt man die folgende Dekomposition des 

Systemes (^J ^, j 

(« (::j.)-(t ?)C; f )(?r J) (J: r) (rJ)C; f ) 

Yon diesen sind das erste und die beiden Vertauschungssysteme bereits 
selbst elementar, von den drei anderen zerföUt nach S. 48 jedes noch in 
drei elementare Systeme, so dab hier eine Dekomposition in zwölf 
elementare Komponenten g^eben ist. 

Ist a' » 0, so gilt die soeben gegebene Zerlegung nicht unmittelbar. 
Gteht man aber hier Ton der Identität 



/a, 6\ /0,-l\ / a', 6'\ 
\a\ 67 ~ Vi, 0/ V- a, ~ 6 / 



aus und zerlegt dann die zweite Komponente auf der rechten Seite 
weiter, so ist hier das dem a' entsprechende Element — a sicher Ton 
Null verschieden, weil ja andernfalls aV — a'6 gleich Null sein mülste. 
Die Zerlegung in Elementarsysteme ist aber hier keine eindeutige, 
und hierauf beruht die fundamentale Verschiedenheit derselben Ton der 
Zerfallung der Zahlen in ihre Primfaktoren. So kann z. B., wie die 
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ein&che AnBreclmimg zeigt^ das System ( r ir ) ttuch folgendermalsen 
in 17 Elementarsysteme zerlegt werden 

«:i>(-t:)('rit:)(o;i)(t:) ' 

Der Ghnmd dieser Verschiedenheit liegt eben darin, dais hier die Reihen- 
folge der Komposition nicht gleichgültig ist. 

§5. 

Mit Hilfe der im yorigen Abschnitte gefandenen Zerlegung eines 
Systemes in Elementarsysteme kann jetzt auch die schon vorher (S. 42) 
aufgeworfene Frage beantwortet werden, wie eine Funktion der vier 
Elemente eines Systemes beschaffen sein muJb, damit fElr sie die Reihen- 
folge der Komposition gleichgültig ist Sind also 

«-&j.). «'-ftp 

zwei Systeme, so soll die Funktion Fi | ., j so bestimmt werden, 
dais für unbestimmte Werte der Elemente Ton S und 8' die Gleichung 

(1) F(S8')^F{S'8) 

oder, was dasselbe ist, dais 

n.^ jp(^^ + ^ß, aa^ + bß'\_ (aa + a'a', ab + a'V\ 
^^""^ ^ Wa + Vß, a'a' + 6'/J7 "" V/Ja + /J'a', ßl + ß'V) 

besteht Ist femer 5" irgend ein drittes System, so muXs ^so beschaffen 
sein, dais auch 

(2) F{SS'8")^F{SS"S') 

ist; ist diese Bedingung aber erfüllt, so bleibt F auch ungrandert, 
wenn man die drei Komponenten auf alle sechs überhaupt mögliche 
Arten Tertauscht In der Tat ist ja wegen (1) 

F{88'8'^) = FKSS') 5"] = F[8" (88')] = -P(Sf" 88') 
= F[8 (8' 8")] = -F[(Sf' 8") 8] - F{8' 8" 8), 
und genau ebenso findet man 

FiSS" S') = F(S" S' 8) = F(8' 88"), 
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wegen (2) sind also wirklich alle jene sechs Funktionen einander 
gleich. 

Ist aber F eine solche Funktion der vier Elemente yon 8^ dab 
die beiden Gleichungen (1) und (2) 

F(88'8")^F(8S"8') 

erfQllt sind; so zeigt man leicht induktiv, dafs fOr beliebig viele 
Systeme 8i, 8^,,..8n 

(3) F{8,8,...Sn)^F(8,,8^...80 

ist; wenn 84^, 8i^,..,8i^ die Systeme 8^, 8^,...8n in irgend einer 
Yertauschung bedeuten. Zunächst erkennt man nämlich ohne weiteres, 
dalj9 eine jede solche Yertauschung (84^, . . . 84^ dadurch erhalten 
werden kann, dafs man hintereinander immer zwei benachbarte 
Elemente 8kf iSd+i miteinander vertauscht; denn durch eine Anzahl 
von solchen Vertauschungen kann man zuerst 8i^ successive an die 
Stelle von i^^—i; 8i^^%, ... 8^ bringen, dann 8i^ an die zweite Stelle u.b.w. 
Also ist die allgemeine Gleichung (3) bewiesen, wenn man zeig^ 
kann, dals allgemein 

F(Si . . . 8k— 1 8k8k+i 8k^i . . . flf„) = F{8i . . . S*— 1 81^1 S* . . . S«) 

ist Setzt man aber die beiden links und rechts auftretenden Produkte 

8^ ... 8k— i = fljj, 8k^i . . . Ä,=* SJ, 

so reduziert sich die zu beweisende Gleichung auf 

(4) FiS, 8, 8,+t S;) - F(8, Ä+i S* ^); 
nun ist aber nach der Voraussetzung (2) 

F{8q 8k 8k+i) =» -^(^0 fifc-i-i 8k)] 

ersetzt man hier 8k+i durch 8k+i8Q und benutzt dann wieder die 
Voraussetzung (2), so ergibt sich endlich in der Tat 

F(SQ8k8k+i8I^^F(ßQ8k-^-i8Q8k)^F{[8Q8k^i]8^8k)^F(SQ8k-\-i8k8l^. 

Mit Hilfe unserer Dekompositionsgleichungen (2) auf S. 52 ftlr ein 

beliebiges System ( ] , J zeigt man nun leicht, dafs fflr eine Funktion 

jener vier GhrölSsen dann und nur dann die Reihenfolge der Kompositionen 
gleichgOltig ist, wenn dieselben nur in der Verbindung (aV — a'b) auf- 
treten, wenn also ^\ij^i) eigentlich nur von der einen Variablen A 
abhängt ' 
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In der Tat war ja 

(»)0;.)-Q(?,?)(J;J)(t:)(rJ)Q?)a;;)(Ji)(?;1) 

wo a, ß, y drei rationale Funktionen der Elemente sind, auf deren 

Werte es jetzt nicht ankommt. Soll also Fy \ -J) oi^^e solche Funktion 

der vier GhrSlSsen (a, 6; a\ &') sein, dalis eine Ändenmg der Reihenfolge 
der Kompositionen an ihrem Werte nichts ändert, so mnJb F auch nn- 

geandert bleiben, wenn man das System ( \ -J) durch seinen Wert 

in (5) ersetzt, und dann die Reihenfolge der Kompositionen ganz beliebig 
wählt Ordnet man nun die Systeme rechts in der Reihenfolge 

Q?)[Q?)G::)(S:?)(t:)(M)(t:)]K;l)(?rM"Ql)' 

80 reduziert sich die erste eckige Klammer offSanbar auf das Einheits- 
system, die zweite auf ( ' n) ~(l' — l)' ^ °^^ *^^ ®®^ 

'Cj.)-4(o:X;:D(J;J)]-'(?ro). 

d. h. die Funktion F mulk notwendig eine solche sein, in der die Tier 
Variabelen (a, &, a\ &') nur in der Zusammensetzung A»a&' — a'& 
auftreten, oder F muls Ton A allein abhangen. Anderseits haben 
wir aber erkannt, dals die Determinante A, ako auch natürlich jede 
beliebige Funktion derselben, wirklich Ton der Reihenfolge der Kom- 
position unabhängig ist Wir sind also zu dem fundamentalen Satze 
gelangt: 

Der Wert einer Funktion der vier GhrSfsen eines kom- 
ponierten Systemes ist dann und nur dann Ton der Reihen- 
folge der Systeme unabhängig, wenn diese einzig und allein 
Yon der Determinante des Systemes abhangt 

In diesem Satze ist somit die charakteristische LoLyarianteneigensehaft 
der Determinante ausgesprochen, da sie wirklich nur Funktionen der 
Determinante selbst zukommt 
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§6. 

Von der hier betrachteten Komposition der Systeme kann man 
sich wieder ein sehr anschanliches geometrisches Bild machen. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir zwei Ebenen E und E', nehmen in 
jeder Yon ihnen ein rechtwinkliges Koordinatensystem an nnd ordnen 
jedem Ponkte P'^(x^f^y^) der zweiten denjenigen Pnnkt P der ersten 
Ebene zu, dessen Koordinaten (x, y) mit denen yon P' durch die 
Gleichungen .:„« a:' + 6 y'+ c 

zusammenhangen. Dann entspricht offenbar jedem Punkte yon E^ ein 
und nur ein Punkt yon E] die zweite Ebene ist also auf der ersten 
abgebildet Damit aber diese Beziehung eine umkehrbare sei, ist noch 
eine Bedingung zu erfüllen. Um diese au£Eufinden, wollen wir der 
Einfachheit wegen c =» c' » 0, d. h. jene beiden Abbildungsgleichungen 
in der Form 

^^ y-aV + ty 

annehmen, was ja offenbar durch eine parallele Verschiebung des ersten 
Koordinatensystemes, d. h. ohne jede Änderung in der Natur der Ab-, 
bildung, erreicht wird. Ist dann die Determinante 

yon Null yerschieden, so besitzt das Oleichungssystem (1) f&r jedes 
endliche Wertepaar {x^y) eine und nur eine endliche Lösung, jedem 
Punkte P » {Xj y) yon E entspricht also auch ein einziger Punkt P' 
yon f , d. h. beide Ebenen sind eindeutig aufeinander abgebildet 

Ist dagegen A » 0, aber mindestens ein Element, etwa a ^ 0, so 
folgt aus den Oleichungen (1) sofort 

(2) a'x-ay^O, 

d. h. jedem Punkte yon E* entspricht stets ein Punkt der bestimmten 
Oeraden (2), also ist hier die ganze Ebene E^ auf jener Oeraden ab- 
gebildet; umgekehrt entspricht aber keinem aufserhalb der Geraden (2) 
liegenden Punkte yon E ein Punkt yon E'] in diesem Falle ist also 
die Abbildung beider Ebenen keine eindeutige. 

Wir wollen nun die Natur dieser Abbildung beider Ebenen in 
dem Falle genauer untersuchen, dafs sie eine eindeutige, dab also 
A ^ ist Wählt man in E* zwei Punkte 1' und 2' mit den Koordi- 
naten (x[f y[) und (o^, y^) beliebig aus, so wird durch sie und den 
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KoordmatenftnfiMigBpankt 0' ein Dreieck bestimmt, dessen doppelter 
Inlialt und dessen Umlan&sinn nach S. 32 durch die Oleichnng 



(3) 



(0',1',2') = 



»1» 



y; 



g^eben ist Sind 0^ 1^ 2 die entsprechenden Punkte von E, so 
sind ihre Koordinaten beziehlich 

(0, 0), iax[ + by[, a'x[ + 6'yO, {ax^, + 6yi, a'a:i + fc'yi), 

also ist der entsprechende Ausdruck für den doppelten Dreiecksinhalt 

axl+hy[, a'xl + Vy[ 

d. h. unter Berücksichtigung des Multiplikationssatzes 



(0,1,2) 



(0,1,2). 
Es ist also stets 






^^, 



6, 6' 



= (0', r, 2').A. 



(OM',2') 



Ganz ebenso folgt aus dem Ausdrucke (la) auf S. 32, dab wenn 
(1, 2, 3) und (1'; 2\ 3') die Ausdrücke für den doppelten Inhalt Yon zwei 
beliebigen entsprechenden Dreiecken sind, auch hier die Proportion 
besteht 

(1,2,8) 



(4) 



(l',2',8') 



A. 



Das Verhältnis der Flächeninhalte entsprechender Drei- 
ecke ist also stets gleich der Transformationsdeterminante , und 
die ümlaufsrichtungen sind einander gleich oder entgegen- 
gesetzt, je nachdem diese Determinante positiv oder negativ ist. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dais den Punkten einer Oeraden l 
in £ die einer Oeraden V inE^ eindeutig entsprechen; denn aus der Glei- 
chung (4) folgt ja, dals der Punkt 3 dann und nur dann auf der (Ge- 
raden 1, 2 liegt, wenn sein Bild 3' auf der Geraden T, 2' sich be- 
findet. Weil bei dieser Abbildung das Bild jeder geraden Linie wieder 
eine solche ist, nennt man die hier betrachtete Beziehung der beiden 
Ebenen eine kollineare. 

Betrachtet man endlich in E ein beliebiges, sich selbst nicht 
schneidendes Polygon P, so entspricht diesem ein ebensolches Poly- 
gon P* mit gleichviel Ecken, und aus dem Ausdruck für den Inhalt 
von P, dargestellt als eine Summe von n Determinanten, ergibt sich 
leicht unter Anwendung des Multiplikationssatzes: 
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Das Verhältnis der Flacheninlialte Ton zwei entsprechenden 
Figuren in den Ebenen E und E' ist gleich der Trans- 
formationsdeterminante, und ihre ümlaofisrichtnngen sind ein- 
ander gleich oder entgegengesetzt, je nachdem diese Deter- 
minante positiy oder negativ ist. 

Man kann ans diesem Ghmnde die Transformationsdeterminante, 
welche das InhaltsverMltnis entsprechender Figuren bestimmt, den 
Eorrelationsfaktor nennen. 

Dies Resultat ist besonders wichtig, weil der Inhalt in einer 
Ebene nichts anderes als die in zwei Dimensionen übersetzte Malszahl 
ist In der Oeraden kann das Mab entstanden gedacht werden aus 
der Vorstellung der Anzahl gleichweit Yoneinander entfernter Punkte. 
Ähnlich kann man sich das Messen in der Ebene entstanden denken, 
aus einem Zahlen in zwei Dimensionen. Unsere Beziehung entspricht 
also einer Veranderung der Mabeinheit in der Ebene, deren GrSIse 
durch die Determinante bestimmt isi 

§ 7. 
Durch die Transformationsgleichungen 

wurde die Ebene f auf der Ebene E Punkt fOr Punkt abgebildet^ 

und diese Beziehung war, fidls die Substitutionsdeterminante A«> | , , 

von Null verschieden ist, eindeutig umkehrbar, wie man auch aus den 
durch direkte Auflösung sich ergebenden Oleichungen 

, b' b 

(1») 

unmittelbar erkennt. Der besseren Übersicht wegen sollen die Trans- 
formationsgleichungen (1), vermittelst deren (x, y) durch (x', y*) aus- 
gedrückt werden, in der folgenden leicht versl&idlichen symbolischen 
Form 

(2) (^,y)-0,6')(^''*') 

oder auch, falls das System ( | , J der Substitutionskoefi&zienten durch 
(ß) bezeichnet wird, in der Form 
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(2a) {x,y)=^{8)ix',y') 

geschrieben werden. Bedeutet dann, wie früher, 8^^ das zu fif rezi- 
proke System, so laGst sich die Auf losung (la) Yon (1) offenbar schreiben 

(2b) {x',y')'^{S-')(x,y). 

Wird nun auf der zweiten Ebene E' eine dritte E" durch die neuen 
Gleichungen 

^^ y'-XV + ^V, 

oder in der einfacheren Schreibweise 

(3») («',y')=(j; ;;,)(«",»") 

abgebildet, so ei^ben sich unter Benatzimg von (1) und (3) die 
folgenden Gleichungen zwischen (x, y) nnd (x", y") 

X'~ial + hl')x"+(ait + bit')y" 

^ ^ y-(a'i + 6'i')«"+(«V + 6y)y"; 

oder, da das hier auftretende Substitutionssystem aus ( l , J und ( A A 
komponiert ist, so lalst sich die durch die beiden Oleichungssysteme 

(*,»)-C, 6') (*''«'''> 
(x',y') = (^^1^)ix",y") 

Termittelte Beziehung zwischen (x, y) und (x", y") folgendermaisen 
schreiben 

w (-.')-[Cj')(J>')]('"'»"> 

Sind entsprechend eine Reihe z. B. Yon vier Ebenen E, E\ E", E"' 
durch die Oleichungen 

((r,y) = (P)(«',y') 
(6a) (x',y')^{Q)(x",y") 

(x",y")~iR)(x"',y"') 

aufeinander bezogen, so erkennt man direkt, dals die letzte auf die 

erste durch die Gleichungen 

(6b) (x,y)-iPQR)(x"',y'") 

abgebildet ist, wo wie vorher PQB dna aus den Komponenten P, Q, B 
in dieser Reihenfolge zusammengesetzte System bedeutet. 
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Ans diesem Besnltate kann man einen nicht auf die Ansrechnnng 
gegründeten Beweis des wichtigen Satzes ableiten, daJs f&r die Kom- 
position der Systeme das sogenamite assoziative Oesetz gilt, da(s näm- 
lich das System P Q B dasselbe bleibt, wie man anch die drei 
Komponenten unter Wahrtmg ihrer Reihenfolge zosammen&ssen mag. 
Bildet man nämlich durch die erste der Oleichungen (6 a) die Ebene E 
vermittelst P auf E* ab und dann E' durch die komponierte Sub- 
stitution Q ü auf E'", so erMlt man die Abbildung von E auf JS'" 
durch P{QB). Dieselbe Abbildung erMlt man aber, wenn man 
von E durch P Q zuerst zu E" und von E" durch B zu E*'^ über- 
geht; und so ergibt sich die Gleichung 

welche eben das assoziative Gesetz für die Komposition der Systeme 
ausspricht, und dieser Beweis kann ohne weiteres auf die Kom- 
position beliebig vieler Systeme ausgedehnt werden. 

Die Gleichungen (1) ergaben dann und nur dann eine eindeutige 
Abbildung der Ebenen E und E' aufeinander, wenn der Korrelations- 
faktor I P I » I a, & I von Null verschieden war, und ein Gleiches muis für 
die Determinante | Q { = { I, ^^ { der Fall sein, damit E' auf E" eindeutig 
abgebildet sei. Ist das aber der Fall, so mufs auch zwischen E und E-' 
eine eindeutige Beziehung bestehen, und das ist auch in der Tat der 
Fall, da ja nach (6) und dem Multiplikationssatze der hier auftretende 
Korrelationsfaktor 

ro i'«i-lG;j.)(ü;:.)hl:;M-l^,:.|-i'ii«i 

ist Hieraus ergibt sich, dals bei dieser successiven Abbildung das 
Inhaltsverhaltnis entsprechender Figuren gleich dem Produkte der 
beiden Korrelationsfaktoren ist, ein Satz, der auch direkt erschlossen, 
und auf den dann ein neuer Beweis des Multiplikationstheorems leicht 
gegründet werden konnte. 

§8. 
Von besonderer Wichtigkeit für die analytische Geometrie ist 
i^ejenige AbbUdnng ^ = x| + ^, 

bei welcher nicht nur je zwei entsprechende Flachenteile inhaltsgleich 
sind, sondern auch entsprechende Strecken gleiche Länge besitzen. 

Ist dies der Fall, so wird S= f J ^A ein orthogonales System ge- 
nannt. Da alsdann zwei entsprechende Dreiecke gleiche Seiten besitzen. 
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also kongruent sind, so ist die erste Annahme eine Folge der zweiten. 
Da bei dieser Abbildung die Anfangspunkte und 0' beider Koordi- 
natensysteme einander entsprechen, so müssen zumtchst, fiJls P und P' 
zwei beliebige entsprechende Punkte beider Systeme sind, die beiden 
Strecken OP und O'P' gleiche Lange besitzen. Sind also (x, y) und 
(I, ff) die Koordinaten zweier entsprechender Punkte, so mnfo die Sub- 
stitution (1) so beschaffen sein, dab 

(2) :^+y'^V+v' 

ist, d. h. es muls 

(2a) M*+/t'«=l 

sein. Diese notwendige Bedingung ist aber auch hinreichend; ist sie 
luunlich erfüllt, so zeigt man leicht, dafs irgend zwei entsprechende 
Punktpaare P^, P, und P^, P^ dieselbe Entfernung besitzen. In der 
Tat seien (x^, y^), (p^, y^) die Koordinaten Yon P^ und P, und 
(ti^ Vt)} (Isy %) ^^^ ^^^ entsprechenden Punkte P{, P,, so hängen 
dieselben beziehlich durch die Gleichungen (1) zusammen, und aus 
ihnen ergibt sich 

Hieraus folgt aber mit Benutzung der Gleichungen (2 a) 



P,P, =(^-a^)»+(y,-y,)«-(|.-|,)«+(ih-i?0* = PiPi. 

Durch die Abbildung mit dem Koefßzientensysteme i] A werden 

also die Ebenen E und E^ dann und nur dann kongruent abgebildet, 
wenn die Gleichungen (2a) erfüllt sind, oder, was dasselbe ist, wenn 

® (:;::)&,:.)-(;; 5 

ist Bezeichnet man aber wieder das zu 8 gehörige transponierte 
System durch 5, so kann unsere Gleichung in der Form 

(4) SS=^E 

geschrieben werden. Es muls also zunächst, wie der Übergang zu den 
Determinanten lehrt, die Substitutionsdeterminante | S \ von Null Ver- 
schieden sein. Ist dies aber der Fall, so existiert ein und nur ein 
System, nämlich das reziproke S~^, für welches die Gleichung 

(4a) S-^S^E 
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erfüllt ist; und durch Yergleichung von (4) und (4a) ergibt sich alBO 

der Satz: 

Ein System 8 ist dann und nur dann ein orthogonales, 

wenn das ihm koxyugierte System dem reziproken gleich isi 
Setzt man in der Bedingungsgleichung f&r die orthogonalen Systeme 

die einzelnen Koeffizienten einander gleich, so ergibt sich 



X' l 



WO A » X(i* — V(i ist. Gteht man aber in der Gleichung (4) zu den 
Determinanten über, so folgt weiter 

A«=l, A = ±l. 
Es gibt also zwei yerschiedene Arten kongruenter Abbildungen, näm- 
lich solche, fBr welche A = ± 1 isi Und zwar sind diese vollkommen 
dadurch charakterisiert, da(s für A » + 1 die ümlaufisrichtungen ent- 
sprechender Dreiecke und allgemeiner entsprechender Flachenteile gleich, 
fthr A » — 1 entgegengesetzt sind. 

Ist A » 1, und legt man die Ebene E' so auf E, dab ihre An- 
fangspunkte und 0' sich decken, und dreht die Ebene E' dann so, 
dals irgend zwei entsprechende Punkte P und P' koimddieren, so 
liegen alle entsprechenden Punkte Q und Q* eben&lls flbereinander, 
weil jedes Dreieck POQ dem entsprechenden Dreieck P' 0' Q' kongruent 
ist und gleichen ümlaufssinn besitzt. Diese Transformation entspricht 
also einer einfachen Drehung des rechtwinkligen Eoordinatensystemes um 
den Anfangspunkt. Ist dagegen A= — 1, und bringt man wieder OP 
mit 0*P* zur Deckung, so liegen je zwei entsprechende Punkte Q, Q* 
symmetrisch zu jener Linie, da hier jene beiden Dreiecke entgegen- 
gesetzten ümlaufssinn haben. Die beiden Ebenen sind erst dadurch 
zur Deckung zu bringen, dafs man die zweite um 0' P' herumklappi 
In dem zweiten Falle sind die beiden Ebenen also durch Aufeinander- 
legen und blofse Drehung nicht zur Deckung aller entsprechenden Punkte 
zu bringen, sondern man mufo, um dies zu erreichen, noch die dritte 
Dimension zu Hilfe nehmen. 

Betrachten wir zunächst nur die Transformation mit der Deter- 
minante + 1, welche also einer Drehung des rechtwinkligen Eoordi- 
natensystemes entspricht, so ergibt sich aus (5) die Gleichung 



^+/«»=1, 



i«+M»-l 
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d.h. es ist ^'»X, V^-^ii. Man erhalt also alle und nur die ortho- 
gonalen Systeme der ersten Art in der Form 

iriLhrend f&r alle Systeme der zweiten Art sich ebenso 

ergibt Hier kann X in dem Intervalle zwischen — 1 nnd + 1 beliebig 
angenommen werden, wahrend dann ^ durch die Oleichung X' + ^'"^ 1 
bestimmt ist 

Um alle reellen orthogonalen Systeme der ersten und zweiten Art 
ToUstandig darzustellen, beachten wir, dais man eine reelle Zahl t stets 
so wählen kann, dais 

ist; dann wird 

Man erhalt also alle orthogonalen Systeme und nur sie folgender- 
maben in rationaler Form ausgedrückt 

2t 1-«« 



8, 



i + t*' i + i\ 



fii = 






2i 



1 + i*' 



1 + *« 



1 + «*J 



Setzt man hier, was stets gestattet ist, t » tg yi so werden jene beiden 
Systeme beziehlich 



g ^/ cos«, 
^ \— sin«. 



sma\ 



8, 



/COS ff, sm a\ 



•sma, cos«/' ' Vsina, —cos«/' 
und Ton den zugehörigen Transformationsformeln 

o; » I cos a + 17 sin ff ri; « | cos a -)- 17 sin a 
y = — |sina + iy cos a y»|sina — ijcosa 

entsprechen die beiden vorderen der Drehung des Achsensystemes um den 
Winkel a und die beiden hinteren einer ebensolchen Drehung nebst 
Yertauschung der positiven Richtung der alten y- Achse. 
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Die in der letzten Yorlesong gegebenen Überlegongen sollen nun 
zunächst dazn benützt werden^ um auf die von Gaufs eingeffihrten 
arithmetisclien Prinzipien überzugehen, welche die Ghmndlage für einen 
grofsen Teil der neueren Arithmetik gebildet haben. Bis jetzt waren 
die Eonstanten stets als beliebige positive oder negative Zahlen an- 
genommen, und ebenso war als der Bereich der Variablen das ganze 
Oebiet der endlichen Zahlen angesehen worden. Oeometrisch konnte 
so das Gebiet zweier Veränderlichen mit allen Punkten einer Ebene 
identifiziert werden. 

Nimmt man jetzt die Eonstanten nicht mehr als beliebige reelle 
Gröfsen, sondern als willkürliche positire oder negative ganze Zahlen 
und betrachtet auch als das Gebiet der Veränderlichen nicht mehr 
alle endlichen, sondern nur noch alle positiven oder negativen ganzen 
Zahlen, so treten hier durch die Forderung der Ghmzzahligkeit ganz 
neue Prinzipien hinzu, deren systematische Darstellung und Aus- 
gestaltung zuerst von Gaufs in seinen Disquisüiones arithmeticae durch- 
geführt worden ist. Den Bereich einer Variablen x kann man dann 
mit dem Systeme von Punkten identifizieren, deren Abscissen ganze 
Zahlen sind, d. h. mit einer Punktreihe, welche den Nullpunkt enthalt 
und für die die Entfernung benachbarter Punkte gleich der Längeneinheit 
ist. Dem Gebiet zweier Variablen (x, y) entspricht hier das Gitter- 
system aller Punkte, deren Eoordinaten ganze Zahlen sind. Dieselben 
sind die sämtlichen Schnittpunkte der durch die ganzzahligen Punkte 
jeder Achse zu der anderen gezogenen Parallelen. 
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Es seien nun in den beiden Abbildüngsgleichnngen 
x^ax' + by', y =- a'»' + Vy^ 
die Tier Substitutionskoeffizienten des Systemes 

h 



w "-0,1) 



ganze Zahlen, dann entspricht jedem Oitterpnnkte {x\ y*) der Ebene E' 
offenbar ein und nur ein Gitterpunkt (x, y) Ton E, jedoch diese Be- 
ziehung ist auch dann nicht notwendig umkehrbar, wenn die Determinante 
Yon 8 Yon Null yerschieden ist Damit nämlich auch ganzzahligen 
Werten Ton (x, y) ebensolche Ton (x*, y') entsprechen, ist offenbar not- 
wendig und hinreichend, daJs auch die inverse Substitution 

, V b 

ganzzahlige Koeffizienten besitze, d. L dais nicht nur das System 8 
in (1), sondern auch sein reziprokes 



(la) S-^= 



a' a 

V A 



ein ganzzahliges seL Also ist jedenfidls notwendig, dab die Deter- 
minanten A und -^ von 8 und 8"^ yon Null verschiedene ganze Zahlen 
sind. Dies ist aber nur unter der Bedingung 

A-i-±I 

der Fall, und aus der Darstellung (la) des reziproken Systemes geht 
herror, daCs dieses alsdann auch wirklich ganzzahlig, d. h. dab die 
beiden GKttersysteme yon E und E' unter dieser Bedingung und unter 
ihr allein eindeutig aufeinander abgebildet werden. 

Bei dieser spezielleren Art der Abbildung besitzen also entsprechende 
Polygone stets denselben Flacheninhalt, und der ümlaufssinn ent- 
sprechender Figuren ist derselbe oder der entgegengesetzte, je nachdem 
A « + 1 oder A » — 1 ist. Später werden wir beide Arten der Ab- 
bildung genauer zu unterscheiden haben, vorderhand wollen wir nur 
die erste, f&r welche 

A = +l 

ist, genauer ins Auge fassen. 

Kroneoker, Batarminanttn. 5 
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Im vorigen Abschnitte wurde gezeigt, dab wenn zwei ganzzahlige 
Yariablenpaare dnrch die ganzzahligen Oleichnngen 

zuBammenhangen, der gesamte Bereich des einen dann nnd nur dann auf 
dem des anderen abgebildet wird, wenn die Determinante aV-^a'b^^l 
ist Hiemach liegt die Frage nahe, in welcher Beziehung der Bereich 
▼on (x, y) zu dem Yon (x\ y*) steht, wenn jene Determinante eine 
beliebige ganze Zahl ist. Ans jenen Gleichungen geht unmittelbar 
hervor, dab jedem ganzzahligen Systeme (x', y*) ein und nur ein 
ebensolches System (x, y) entspricht. Dagegen wird einem ganzzahligen 
{x, y) im allgemeinen ein gebrochenes (x*, y*), d. h. dem ganzzahligen 
GKttersysteme der (x, y) ein rational gebrochenes Gittersystem der (x', y') 
entsprechen. 

Bei dieser Untersuchung kann man sich die Aufgabe auf dem 
folgenden Wege erleichtem, und dies bildet eben den Eingang in die 
Fragen, mit deren Beantwortung wir uns jetzt beschäftigen wollen. 
Ersetzt man die Variablen (x, y) durch neue Variablen (p^f y^) ver- 
mittelst der ganzzahligen Gleichungen 



(2) K,»i)-Q'j!)(a^,y), 

deren Determinante aß* — a' ß^^l ist, so entspricht das Gtebiet von 
(x, y) voUsiSndig dem Gebiete von (x^, y^), und auch der ümlaufissinn 
entsprechender Polygone ist derselbe; man erhalt also auch die Lösung 
unserer Aufgabe, wenn man die Beziehung der (x^, yj zu den (x\ y') 
untersucht Diese wird aber vermittelt durch die Gleichungen 

(«) (^.»^)-[(;;;:)c,t)](^'.»')- 

Man kann also das gestellte Problem, ohne es im geringsten zu andern, 

dadurch vereinfachen, dals man das System ( r j^r) ▼om mit einem 

beliebigen ganzzahligen Systeme mit der Determinante eins komponiert 
Diese Bemerkung leitet nun zu der Aufgabe über, ein vorgelegtes 

ganzzahliges System (j . J durch vordere Komposition mit einem 

beliebigen ganzzahligen Systeme mit der Determinante eins auf eine 
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möglichst einfEtche, nicht weiter redozierbare Form za bringen. Diese 
Aufgabe ist der früher dorchgeführten Dekomposition der allgemeinen 
Systeme analog; sie fährt jedoch hier zu Yollkommen anderen Resultaten. 
Auch hier wollen wir die gestellte Aufgabe nicht auf einmal, 
sondern schrittweise dadurch lösen, daCs wir mit ^^elementaren'' Systemen 
der Determinante eins so komponieren, daCs das resultierende System in 
einem gleich anzugebenden Sinne möglichst ein£Ekch wird. Als 
Elementarsysteme wollen wir auch jetzt die auf S. 46 betrachteten Ton 
der Determinante eins nehmen 

w (?;"J) -^ {J;})- 

Jedoch können wir gleich das allgemeinere 

<^-) (J: 

hinzurechnen und zwar sowohl fOr ein positives, als auch ffir ein 
negatives, aber ganzzahliges t Im ersten Falle ist nämlich 

\0, 1/ \0, 1/' 
irt dagegen t eine negative ganze Zahl — x, so ist 

\0, V ^ (o, l)' 
und ans der auf S. 48 angegebenen Gleichnng 

(«)(J;-!)-(J;r-(?rJ)*(J;J)(?;-X;K;-J) 

ergibt sich direkt, dals (' ^ j auch in diesem zweiten Falle durch die 

beiden Systeme (4) darstellbar ist. 

Ich bemerke gleich, dafs die zu den Elementarsystemen (4) 
reziproken Systeme 

Ltl) -^ (J:"l) 

offenbar ebenfalls durch die Systeme (4) darstellbar sind. Oeht also 
ein System S durch vordere Komposition mit einer Anzahl von 
Elementarsystemen (4) in ein anderes S' über, besteht also eine 
Gleichnng EE' ...E^'^ 8=^ 8', 

wo die E^^ irgendwelche Elementarsysteme (4) bedeuten, so folgt aus 
ihr durch Auflösung nach S eine andere 
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welche lehrt, daCs auch umgekehrt 8' durch vordere Komposition mit 
Elementarsystemen in S übergef&hrt werden kann. 

Komponiert man ein beliebiges System Tom mit einem der beiden 
Systeme ^^ _ j ^^ ^ 

Vi, o)' lo, V' 

so bewirkt das erste eine Yertauschung der Zeilen mit einer Zeichen- 
andemng der ersten, das zweite bewirkt, dab zur ersten Zeile das 
t-fache der zweiten addiert wird. 

Es kommt nun hier keineswegs darauf an, diese Zerlegung in 
jedem einzehien Falle wirklich anzugeben, sondern allein darauf, zu 
entscheiden, welches die einfachste Form ist, auf die das allgemeine 

System ( ' , j durch successive Kompositionen dieser Art stets ge- 
bracht werden kann. Zunächst kann man durch eine solche Kom- 
position erreichen, dals das Element a' verschwindet. Ist das nämlich 
nicht der Fall, so kann man zuerst durch eine Komposition der ersten 
Art, also eine Zeilenvertauschung, erreichen, dals | a' | ^ | a | wird, fidls 
dies nicht schon von selbst der Fall ist. Alsdann kann man in einem 

Elementarsysteme der zweiten Art (* . j die ganze Zahl t so bestimmen, 
dab in dem komponierten Systeme 

/l, ^\ /a, 6 \ _ /» + ^»'i 6 + th\ fä, b\ 
VO, l) V,67"V a' , 6' /"W,67 

das neue erste Glied ä absolut genommen kleiner ist als a\ Bringt 
man nun durch Komposition mit einem Yertauschungssysteme 



Vi, 0^W,67~V a, h) 



die erste Zeile wieder an die Stelle der zweiten, so erhält man ein neues 
System, in welchem das an Stelle von a' stehende Olied ä seinem ab- 
soluten Werte nach verkleinert ist; und diese Verkleinerung kann man 
offenbar so lange fortsetzen, bis man nach einer bestimmten Anzahl 
von Kompositionen an Stelle von a' die Null erhält, bis man also zu 

einem Systeme (^' ,,j gelangt. Dieses System kann man noch so um- 
gestalten, dalj9 das erste Glied nicht negativ ist Sollte dies nämlich nicht 
schon der Fall sein, so geht das System durch eine Komposition mit 



(?;-J)'-r^;-^'«'■ 
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V 0,-1/ VO, dV^V 0, -dV' 



in welchem das erste Olied das entgegengesetzte Vorzeichen hai 
Endlich kann man, und dies ist der letzte mögliche Sehritt, ans dem 

bis jetzt erhaltenen Systeme L' , j ein nenes herleiten, in welchem die 

Zahl r positiv und kleiner als der absolute Wert Ton d' ist; durch 
Komposition mit einem Systeme der zweiten Art erhalt man nämlich 

/l, t\ /d, r\ /d, r + td\ 

VO, l) Vo, d7 " \0, d' )' 
und man kann nunmehr die ganze Zahl t so bestimmen, dab r + td' 
positiv und kleiner als der absolute Wert von d' ist. Man erhalt 
also das wichtige Resultat, daJs jedes ganzzahlige System durch vordere 
Komposition mit einer Anzahl der beiden Elementarsysteme 

CcD' (J;J) 

in ein „reduziertes^^ System 

fd,r 



\0, d7 



transformiert werden kann, welches durch die beiden Eigenschaften 

d>0 
^^^ 0^r<|d'| 

vollständig charakterisiert ist. 

Nach der auf S. 67 unten gemachten Bemerkung geht dann aber 
auch umgekehrt das reduzierte System durch vordere Komposition mit 

Elementarsystemen in das gegebene ( [ , ,j über; es besteht also 
der Satz: ' 

Für jedes ganzzahlige System Ij , ,j besteht eine Glei- 
chung von der Form ' 

(6) . o,t)-^^'-^'t;;) 

/«, ß\ /d, r \ 

V, i) Vo, d'r 

wo (^' ^) aus lauter Elementarsystemen besteht Man kann 

also jedes ganzzahlige System (^| ^A dadurch bilden, dafa man 

ein bestimmtes reduziertes System vom mit einer Folge aus 
den beiden Elementarsystemen komponiert 
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Geht man in dieser Oleichung Ton den Systemen zu ihren Deter- 
minanten über und berücksichtigt dabei; daÜB die Determinante 

ad — ßy^l 

ist, weil sie ja ans lauter Systemen mit der Determinante eins 
komponiert ist, so ergibt sich für d und d* die Oleichung 

(6) dd'^ab'-a'K 

Diese beiden ganzen Zahlen d und d' sind also komplemeniare Divisoren 
der Determinante. , 

Es besitze das betrachtete System ( f j^r) speziell die Deter- 
minante eins; ein solches werde ein unimodulares System genannt 
Dann folgt aus den drei Gleichungen 

dd'=l 
d>0 
0^r<d', 

dals ({ s d' s 1 und r = 0, d. h. dais hier das reduzierte System das 
Einheitssystem ist. 

In diesem Falle geht also unsere Transformationsgleichung (5) 
über in 

(5a) /«^ ^ 



C,y-^^'-^"' 



Jedes ganzzahlige System mit der Determinante eins 
ist gleich dem Produkte aus einer Folge Yon Elementar- 



Systemen (J; J) tmd (J; })• 



Der letzte Satz liefert einen sehr einfachen Weg zur Lösung der 
wichtigen Diopftontischen Gleichung 

(7) a6'-a'6 = l 

in ganzen Zahlen; da man nämlich jedes System ( | .A mit der 

Determinante eins nach dem vorigen Satze dekomponieren kann in die 

beiden Elementarsysteme r!' A und (' A, so wird man alle Systeme 

mit der Determinante eins, d. h. alle Lösungen der Gleichung (7) und 
nur sie erhalten, wenn man diese beiden Systeme beliebig oft und in 
beliebiger Reihenfolge miteinander komponiert Freilich ist es auf 
diesem Wege nicht zu vermeiden, dals dasselbe Wertsystem mehr als 
einmal auftritt 
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Bildet maa z. B. das EompoBitionaresnltat 

/l, Ix» /O, - U /l, - 3x /O, - 1\»_ /16, 5x 
VO, 1/ Vi, 0/ VO, 1/ VI, 0/ V 3, 1/ 

80 besteht in der Tat die Oleichimg 

16 . 1 - 5 . 3 = + 1. 

Andeneits gelangt man aber zn demselben Systeme dnrch die Kom- 
position 

/16, 5x /l, 6x /O, - Ix /l, U /O, - Ix» /l, - 2x /O, - 1\ 
V 3, 1/ VO, V \1, 0/ Vo, V VI, O)' Vo, 1/ \1, 0/ 

welche von der vorigen vdllig verschieden ist. 

§3. 

Der AoBgangspiinkt ftbr die üntersnchungen des vorigen Ab- 
Bchnittes war die Frage^ welche Wertsysteme (x', y') dem YoUstandigen 
Gittersysteme der Variablen (x, y) entsprechen, wenn diese mit jenen 
durch die Gleichungen 

(1) (^,y)-0,6')(^''y'> 

snsammenhangen. Wenn nun das Yariablenpaar (a^j, yj mit {x^ y) 
durch ein Gleichungssystem 

verbunden ist, dessen Determinante ad — ßy^\ ist, so entspricht dem 
ganzzahligen Bereiche von {Xy y) eindeutig der von (x^y y^). Betrachtet 
man jetzt das Gleichungssystem 

(1.) fe.».)-[(;;J)C;j.)] ('•-»■). 

durch welches (x^, y^) mit {x', y') in Verbindung steht, so entspricht dem 
ganzzahligen Bereiche der {x^^ y^) genau derselbe Bereich von {x\ y') 
wie dem von (x, y). Durch die vöUig verschiedenen Gleichungen (1) 
und (la) oder was dasselbe ist, durch die ganz verschiedenen Systeme 

wird in diesem Falle daher wörtlich dieselbe Angabe gestellt Für 
diese Aufgabe also sind alle jene Systeme (2) einander äquivalent. 
Dieses gedankliche Resultat rechtfertigt die folgende Definition: 
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Ein ganzzahliges System soll einem anderen äquivalent 
heüsen, wenn das erste in das zweite übergeht ^ indem es vorn 
mit einem ganzzahligen Systeme von der Determinante eins 
komponiert wird. 

Diese Definition kann in der folgenden Formel dargestellt werden 



Cj.)~C;J)Gu'') 



(a^-^y-iy. 



Für die äquivalenten Systeme bestehen die folgenden Sätze, welche 
überhaupt f&r jede andere Art von Äquivalenz erfüllt sein müssen: 

L Ist ein System 8^ <^ 8^, so ist auch 8^ <^ 8^. 
Denn die Voraussetzung S^f^ 8^ fallt zusammen mit der Existenz 
einer Eompositionsgleichung 

wo (ad ^ ßy)=^l ist. Komponiert man aber diese Gleichung vom 
mit dem zu ( ' ^ j reziproken Systeme, welches nach S. 48 gleich 

und dessen Determinante auch gleich eins ist, so folgt 



^-{-'■-0^' 



d. h. nach unserer Definition 8^ «^ 8^. 

TL Jedes System ist sich selbst äquivalent, da ja 



ist ^^f ^' 

DI. Sind zwei Systeme 8^ und 8^ einem dritten 8^ äquivalent, so 

sind sie auch untereinander äquivalent. 
Denn nach der Voraussetzung ist ja 



C;J)^-*-C.;!;.)«.. 



d. h. es ist ^ , ^, 

C;S)^-0:')^' 

''*' ttd-ßy-a'd'-ß'y'^l 

ist, und hieraus folgt, wenn man wieder vom mit dem reziproken Systeme 
I '^ A komponiert 
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(-;■:.■) C: 5)^-^' 



d. L es ist in der Tat 8^^ Sf. 

Bei dieser Aa£Eu8iiiig der Äquivalenz kann man die im vorigen 
Paragraphen gefundene Dekomposition eines ganzzahligen Systemes in 
elementare und ein reduziertes durch folgenden Satz charakterisieren: 

Jedes System ( J -,j ist einem reduzierten (^^ ,,j äqui-- 

valenty in welchem 

dd'^ab'-a'b, d>0, 0^r<|d'| 
ist "" 

Denn in der Tat wird ja das eine gleich dem anderen^ wenn man 
es vom mit einem geeignet gewählten unimodularen Systeme kom- 
poniert 

Bei dieser Festsetzung der Äquivalenz ist immer eine grolise 
Anzahl von Systemen als äquivalent zu betrachten. Ob zwei Systeme 
in dieser Weise zusammengehören, kann man dadurch entscheiden, 
dab man f&r beide die äquivalenten reduzierten Systeme au&ucht; 
sind diese dann einander gleich, so sind auch die ursprünglichen 
Systeme äquivalent. Indessen könnten aber auch zwei solche reduzierten 
Systeme einander äquivalent sein, ohne identisch zu sein. Man kann 
aber sehr leicht zeigen, dab diese letzte Annahme unzulässig ist. 

Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir, dab ein reduziertes System 
bei einer weiteren Komposition mit einem unimodularen Systeme nicht 

reduziert bleiben kann. Wäre nämlich ( ' ^ j ein unimodulares System, 
fBr welches das komponierte ^' 

/«, ß\ (d,r\_ /ad, ar + ßd\ 
V, d) VO, dV \yd, yr + dd'l 

wieder reduziert, f&r welches also 

ad>0, yd = 
ist, während 

d>0 

ist, so müXste y =^0, a > und also wegen ad — ßy^l 

« = * = 1, y — 
sein; alsdann geht aber jene Eompositionsgleichung über in 
/l, ß\ /d,r\_fd, r + ßd\ 



\o, 1/ vo, dO \o, d' r 
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und da in dieser Gleichnng beide Systeme reduziert sein sollen, so 
bestehen die beiden Ungleidiimgen 



»^l'+M'Hl"'!' 



ßi 

d. h. es muls auch ß notwendig gleich Null, jenes Eompositionssystem 
also das Einheitssystem sein. Man erhalt also jetzt den wichtigen Satz: 
Zwei Systeme sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
ihre reduzierten identisch sind. 

Eine notwendige Bedingung f&r die Äquivalenz zweier ganzzahligen 
Systeme S und S' ist offenbar die Gleichheit ihrer Determinanten. 
Aber nach den soeben gefundenen Ergebnissen ist diese Bedingung 
keineswegs hinreichend. Wir stellen uns nun die Frage, wie viele 
nicht äquivalenten Systeme einer und derselben Determinante A 
existieren. Zur Losung derselben brauchen wir jetzt nur alle ver- 
schiedenen reduzierten Systeme der Determinante A aufsustellen, da 
jedes andere einem und nur einem reduzierten äquivalent ist. 

Ist zunächst A= 1, so müssen, wie bereits oben erwähnt wurde, 

für ein reduziertes System L' ,,j die Bedingungen 

dd'=l, d>0 
erfüllt sein, d. h. es ist , a'^i 

und aus ^ r < 1 folgt r = 0. Für diesen Fall existiert also nur ein 
reduziertes System, das Einheitssystem L' Yj« 

Aber schon wenn A » p ist, wo p eine Primzahl bedeutet, 
erhalt man aus den Bedingungen für die reduzierten Systeme die 
folgenden Möglichkeiten 

d^p, d'^1, r-0 
d«!, d' = p, r = 0, l,...p-l. 
Die Anzahl der reduzierten Systeme ist also hier gleich p + 1. 

Ist A gleich dem Produkte zweier verschiedener Primzahlen p und q, 
80 liefert eine entsprechende Diskussion die Falle 
d=-^pq, d'=l, r=:0 
d=p, d'—»?, r = 0, l...g — 1 

d^q, d'^p, r = 0, l...p — 1 

d=l, d'^pq, r-0, 1 Pi-h 

die Anzahl R der reduzierten Systeme ist also 

B«= 1 +p + q+pq. 
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Auch im allgemeinen Falle kann man leicht durch eine ent- 
sprechende Diskussion eine Yollständige Reihe der reduzierten Systeme 
aufistellen und ihre Anzahl finden. Zu diesem Zwecke hat man nur ftbr 
eine positive Determinante diese auf alle möglichen Weisen in das Produkt 
zweier komplementären positiven Divisoren dd' zu zerlegen und f&r 
jede Zerlegung r die d' Werte 0^ 1, ... d' — 1 beizulegen. Die Anzahl 
R (A) aller reduzierten Systeme der positiven Determinante A ist also 
im allgemeinsten Falle 

ü(A) = Id', 

d. h. sie ist der Summe aller verschiedenen Teiler der Determinante 
gleich. Ist ^=P^iP^"'P1^9 die Zerlegung der Determinante in ihre 
Prim£Bkktoren, so ergibt eine ein&che Überlegung für R (A) die folgende 

Ist die Determinante negativ und gleich — A^ so gehen die reduzierten 
Systeme der Determinante — A aus denjenigen für + A einfeu^h dadurch 
hervor, dals man in allen für d* den negativen Wert — d' setzt, und 
alles übrige unverändert lälst. Die Anzahl jR (— A) der reduzierten 
Systeme ist also dieselbe wie für die Determinante A. 

In den Naturwissenschaften pflegt man Objekte, die durch irgend 
eine gemeinsame Eigenschaft miteinander verwandt sind, in eine 
Klasse oder Ghittung oder Familie zu vereinigen. In derselben Weise 
sollen hier alle äquivalenten Systeme zu einer und derselben Klasse ge- 
rechnet werden. Alle ganzzahligen Systeme ordnen sich dann zuiuUihst 
nach dem Werte ihrer Determinanten, und die Systeme gleicher Deter- 
minante zerfidlen dann wieder in die Klassen äquivalenter Systeme, 
deren Anzahl mit der soeben ermittelten Anzahl reduzierter Systeme 
übereinstimmt. 

Obwohl die im § 2 betrachtete Abbildungsaufgabe zunächst nur 
darum Interesse für uns besab, weil sie uns in die Komposition der 
Systeme einführte, so mag sie doch noch mit den hier gefundenen 
TTilfiimittflln vollständig untersucht werden, weil sie ein gutes Beispiel 
für die Verwertung derselben gibt Es sei also die Abbildung der 
Ebene E* auf die Ebene E durch die Gleichungen 

(8) (^,y)-0,6')(^''y') 

gegeben, und wir fragen, welches Punktsystem (x\ y') in E' dem 
ganzzahligen Gittersysteme in E entspricht. Dann können wir an 
Stelle der Gleichungen (1) von vornherein die reduzierten 
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X =• dx' + ry' 
»= d'y' 

wählen, wenn L' ,,\ das zu (j, , ,j äquivalente reduzierte System 
bedeutet, oder seine Auflösung 



d.L 

(4) 



(4.) 



!f' 



1 

wy 



1 



1 



dd' 



<7 



Dann entsprechen den drei Gfrandpnnkten (0^ 0), (1, 0), (0^ 1) der 
Ebene E mit den Koordinaten 

(a; = 0, y-0), (x=l, y = 0), (a: = 0, y-1) 

die drei Grundpnnkte (0,0)', (1,0)', (0,1)' der Ebene E' mit den 
Koordinaten 

(x'-0,y'-0), {«'-i, y'-o), («' ^., y'-^)- 

Wir fixieren diese Punkte in der ^'-Ebene, konstmieren das 
Parallelogramm, dessen drei Ecken (0,0)', (1,0)', (0,1)' sind, be- 
zeichnen seine vierte Ecke 
durch (1, 1)' und ziehen 
nun alle äqnidistanten Pa- 
rallelen zn den Seiten dieses 

Gh-ondparallelogrammeB. 
Dadurch erhalten wir in 
E ebenfsdls ein voll- 
ständiges Gittersystem; be- 
zeichnen wir dann mit (2, ft)' den Schnittpunkt der l^^ Parallele zu 
(0,0)', (0,1)' und der ft*« ParaUele zu (0, 0)', (1, 0)', so sind ihre 
Koordinaten o£Fenbar: \x^^ d^^M"^' y'™ 57 f*)> d. h. der Punkt (l, 11)' 
in E' entspricht nach (la) dem GKtterpunkte (X, ft) in£, das quadratische 
GKttersystem in £ ist also eindeutig auf das parallelogrammatische System 
in E^ abgebildet Ebenso leicht erkennt man, dab die Ghrundlinie 

und die Höhe des Grundparallelogrammes ((0, 0)', (1, 0)', (1, 1)', (0, 1)') 

11 
in E' bezw. ^ und ^ sind, also sein Inhalt und seine ümlaufsrichtung 

durch -^ bestimmt sind, und dals für den Neigungswinkel 9 seiner 

Seiten die Gleichung 
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besteht 
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§4. 

Dem im Yorigen Abschnitte erörterten Begri£fe der Äquivalenz 
liaftete entsprechend der Nator der speziellen Anfgabe die Willkür 
an, dals zwei Systeme nur dann als äquivalent bezeichnet wurden, 
wenn das eine in das andere durch vordere Komposition mit einem 
unimodularen Systeme übergeführt werden konnte. Mit gleicher Be- 
rechtigung kann man auch ein System einem zweiten äquivalent 
nennen, wenn es in jenes durch hintere Komposition mit einem 
unimodularen ganzzahligen Systeme übergeführt werden kann. Diese 
Definition der Äquivalenz wäre somit durch die Gleichung 

« e::.)~cj.)C;S) 

erklärt Hier kann man genau wie vorher zeigen, dab jedes g^anz- 
zahlige System mit der Determinante A einem und nur einem „redu- 
zierten^ Systeme von der Form 

(.) C; ^.) 

äquivalent, dessen Elemente durch die drei Bedingungen 

dd'=A 

(2a) d>0 

\d'\>r^O 
vollständig bestimmt sind. 

Auf diese Art der Äquivalenz wird man z. B. geführt, wenn man 
sich die der vorigen entgegengesetzte Aufgabe stellt, zu bestimmen, 
welche ganzzahligen Systeme {x\y') dem ganzen Bereich der ganzzahligen 
Variablen (x, y) unter der Voraussetzung der Gleichungen 

(3) («',»')=(Jjr)(^,y) 

entsprechen. Ersetzt man nämlich hier (Xy y) durch neue Variable 
(x, y), welche mit ihnen durch eine beliebige unimodulare Sub- 
stitution ^ 

(a^,y) = (;;J)(i,y) 

zusammenhängen, so entsprechen die vollständigen Gittersysteme beider 
Variablenpaare einander eindeutig. Vergleicht man also die Glei- 
chungen (3) mit den anderen 
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(-'»')-&,'■)(;;?)(«•»• 



durch welche (x\ y') mit (x, y) zasammenhangen^ so entspricht dem 

ganzzahligen Bereich Yon (x, y) und (Xy y) genau derselbe Bereich Yon 

(x\yy, für diese Aufgabe besteht also in der Tat die Äquivalenz (1). 

um nun jene Aufgabe zu lösen, kann man ebenso wie Yorher 



Yon der reduzierten Form des Sjstemes ( | . , K d.lL von den Gleichungen 
(4) 



x^=dx 
y*^rx + d'y 



ausgehen, und man zeigt ganz ähnlich, dals auch hier dem quadra- 
tischen Gittersysteme der Punkte (X, ii) in E ein parallelogrammatisches 
GKttersystem (X, ft)' in E' entspricht Hier entsprechen nämlich den 
drei Grundpunkten (0,0), (1,0), (0, 1) die Punkte: (0,0)', (1,0)', (0, 1)' 
mit den Koordinaten 

(x'«0, y' = 0), (*' = (?, y' = r), (x'=0, y'=d'); 

teilt man also, Yon diesen Punkten ausgehend, die ganze Ebene E' 

durch äquidistante Parallelen in lauter 
kongruente Parallelogramme und be- 
zeichnet wie oben ihre Ecken durch 
{X, [i)\ so ist wieder das ganzzahlige 
Gittersystem (X, ft) in E eindeutig 
auf das Gittersystem in E* abgebildet, 
und hier sind Höhe und Grundlinie 
eines Grundpolygones bezw. gleich d 
A, und der Neigungswinkel g> seiner Seiten 




Fig. 6. 

und d', sein Inhalt ist dd' 
ist durch die Gleichung 
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d 

r 



bestimmt. 

Auf eine dritte Erklärung der Äquivalenz ganzzahliger Systeme, 
welche in gewissem Sinne die beiden oben gegebenen als spezielle 
Falle enthält, wird man durch die folgende Aufgabe geffihrt: 

Betrachtet man nicht mehr die beiden linearen Funktionen 

i = ax + by, ly == a'x + Vy 

f&r sich, sondern bildet aus ihnen wiederum eine homogene Funktion 
mit variablen Koeffizienten 



(6) 



B = axx'+ a'xy'+ byx'+b^yy', 
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80 hat diese die charakteristische Eigenschaft^ daÜB sie homogen und 
linear ist, sowohl in Bezug auf {Xy y), als auch anf (x', y'). Aus 
diesem Ghronde hat Jaccin eine solche Funktion eine bilineare Form 

genannt Die Determinante des Eoefiäzientensystemes ( r xf) 

^ la',6' 

heilst hier die Determinante der bilinearen Form. 

Die Form B können wir in leicht verständlicher Weise durch 



B^ 



0,^)(^^y|^'.y') 



ausdrücken; üJkk man das eine Mal die mit x, y, das andere Mal die 
mit x\ y' multiplizierten Glieder zusammen, so kann sie in jeder der 
beiden Formen dargestellt werden 

wo für die homogenen Funktionen (|, 17) bezw. (|', ij') die Gleichungen 

.-V i^ax + by, I' = aa:' + a'y' 

^^*^ r,^a'x + Vy, r^^^lx^ + Vy' 

bestehen. Wir wollen x, y das erste, x\ y' das letzte Yariablenpaar 

und ^=( f j^t) das Eoeffizientensystem der bilinearen Form nennen. 

Ist d der grSIste gemeinsame Teiler der vier Koeffizienten 
{a,b,a\V), so dals also a^^da^f b^^db^, a'»c2a^, V^db^ und 
dhf hy Kf K) i^elc^tive Primzahlen sind, so heilst d der Teiler der 
bilinearen Form, und es ist 

■B(^y y I ^'7 yl^d.B^iXy y i x\ y') = d^a^xx' + a'^xy' + b^yx^ + b^xy^ 

wo B^iXy y\x\ y^) eine sogenannte primitive Form, nämlich eine 
Form ist, deren Teiler eins ist Es soll auch d der Teiler des Systemes 

( { - ,j genannt werden. 

Man kann sich nun wieder die Frage vorlegen, welche Werte 
von B den ganzzahligen Bereichen von (rr, y) und von {x\ y') ent- 
sprechen, und hier kann man offenbar jedes der beiden Variablen- 
Systeme durch ein äquivalentes ersetzen, ohne dafs die Aufgabe und 
ihre Lösung im geringsten geändert wird. 

Wir wollen daher zuerst untersuchen, wie sich die bilineare Form 
ändert, wenn man die ersten oder die zweiten Variablen linear trans- 
formiert. 
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Führt man zunächst an Stelle von (x, y) die neuen Variablen ({, 9) 
durch die Substitution 

ein, 80 wird das Eoeffizientensystem von S, i; in (öa), mithin auch 
das mit ihm übereinstimmende der Form B in (5) nach den oben ge- 
machten Bemerkungen hinten mit dem Substitutionssystem komponiert; 
also geht B über in 

B- (C 6') C öl^J^' 9 1 *' y) == («« + M J^' + («'« + VY)iy' 

Ersetzt man dagegen in der orsprünglicben Form x', y' durch Sie neuen 
Variablen i', t)', welche mit ihnen durch die Transformation 

x'^a'i' + ß'tf' 
y'=.r'l'+d'tf' 
zusammenhingen, so geht JB=»z'$ + y'17 tlher in 
(«'6 + y'v)l' + iß'i + i'v) >>' - («'« + y'a')xi' + (ß'a + d'a')xt)' 

+ («'6 + y'6')yx' + {ß'i + 9'b')y\f'. 

Jene neue Transformation entspricht also einer Substitution der |, if, 
jedoch mit dem transponierten Eoefßzientensysteme 

\ß', d')- 
Nach den vorher abgeleiteten Sätzen geht aber durch eine solche 

Transformation das Eoeffizientensystem ( ' j^r) über in das folgende 

/«'; y\ (<^f 6 \ 

Es ergeben sich also die beiden Sätze: 
L Transformiert man das erste Yariablenpaar (x, y) durch eine 
lineare Transformation, so geht das Eoeffizientensystem der 
neuen Form aus dem der ursprünglichen Form durch hintere 

Eomposition mit dem Substitutionssysteme ( ^ ^] hervor. 

n. Transformiert man dagegen das zweite Variablenpaar (x', y*), so 
geht das Eoefiäzientensystem der neuen Form aus dem ursprüng- 
lichen durch vordere Eomposition mit dem Systeme (^/ 'If) 
hervor, welches zum Substitutionssysteme ( / ^,) konjugiert isi 
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Transformiert man nun einmal die ersten Variablen x^ y und dann die 
zweiten Variablen x\ y\ so erhalt man eine neae Form B{X} 9 1 1\ ^% 
deren Eoeffizientensystem jetzt offenbar das folgende ist 

6 \ /«, ß\ 



\ß\ *7W,67V, d)' 



Besitzen nun jene beiden Transformationsgleichnngen speziell g^anz- 
zahlige Koeffizienten^ und sind ihre Determinanten gleich eins, so 
entsprechen dem YoUstandigen Bereich dieses ganzzahligen Variablen- 
paares ({, t), T^, t)') genan dieselben Werte der transformierten Form^ 
wie sie die ursprüngliche Form für alle ganzzahligen Werte der Variab- 
len (x, y, x\ y') besals. Die beiden Eoeffizientensysteme der nrsprüng- 
lichen und der transformierten Form sind also für diese Aufgabe 
absolut äquivalent Da nun sowohl das erste Substitutionssystem als 
auch das zweite ein ganz beliebiges unimodulares ganzzahliges System 
ist, so kann man diese neue Äquivalenzbestimmung folgendermalsen in 
Worte fassen: 

Zwei Systeme sollen äquivalent genannt werden, wenn 
das eine dadurch in das andere übergeführt werden kann, dals 
man es vom und hinten mit einem beliebigen ganzzahligen 
unimodularen Systeme komponiert 

Man kann sich nun ebenfalls die Aufgabe stellen, für ein beliebiges 
ganzzahliges System ein möglichst einfaches reduziertes au&usuchen. 
Hierzu gelangt man entweder durch Benützung der vorhin gefundenen 
reduzierten Formen bei der vorderen und bei der hinteren Eomposition, 
oder aber auf dem folgenden direkten Wege, dessen Prinzip auch auf 
das allgemeinste analoge Problem angewendet werden kann. 

Wir beweisen nämlich den folgenden Satz: 

Jedes ganzzahlige System f ] h*)*^^ einem eindeutig be- 
stimmten „reduzierten Diagonalsystem ^ \(\^d a) ^^^^^^ 
dessen erstes Element positiv und ein Teiler des letzten ist 

Man gelangt zu diesem Systeme, indem man das erste Element a 
durch die gestatteten Elementartransformationen so klein als möglich 
zu machen sucht, ohne dafs es Null wird. Zunächst kann man 
erreichen, daÜB a positiv und nicht kleiner wird, als der absolute 
Wert von jedem der anderen von Null verschiedenen Elemente; denn 
zuerst kann man durch Reihenvertauschungen unter gleichzeitiger 
Zeichenänderung einer Reihe das absolut kleinste unter den vier Ele- 
menten an die erste Stelle bringen, und Mb es dann negativ sein 

Kroneeker, DcUrmixuuiten. $ 
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sollte^ sein Yorzeichen durch Komposition mit f o' — i) ^^^^^^^^^^^^ 

Ist dann eines der beiden Nachbarelemente h und c, etwa b, von Null 
verschieden, also absolut genommen ^ a, so kann man die ganze Zahl t 

so wählen, dals in dem äquivalenten Systeme l] tf) — (_' !,/__/ r) 

h=^b — ta'^O und kleiner als a ist. Ist b nicht Null, so kann 
man dieses Element an die erste Stelle bringen, also das Anfangp- 
element weiter verkleinem, und dann in derselben Weise fort&hren. 
Da aber jedesmal a verkleinert wird, so muls man nach einer endlichen 

Anzahl von Operationen zu einem äquivalenten Systeme (^' -r j gelangen, 

in welchem beide Nachbarelemente b und c Null sind. Ist dann a 
noch nicht ein Teiler von d, so kann das An&ngselement noch weiter 
dadurch verkleinert werden, daÜB man in dem äquivalenten Systeme 

/ä, d\ /l, 1\ /a, \ 
\0, dJ^\0, 1/ VO, d) 

das zweite Element wiederum successive auf Null reduziert. So gelangt 

man zuletzt zu einem äquivalenten Systeme (r^* ^ , j^ in welchem di>0 

und ein Divisor des letzten Elementes ist, und damit zum Beweise unserer 
Behauptung. . 

Ist also iS => ( I ^, j ein beliebiges ganzzahliges System, so kann 

man stets zwei unimodulare Systeme E und E' finden, ftbr die 
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E8E' 
ist. 

Gteht man in dieser Gleichung zu den Determinanten über, so folgt 

(6) A«a6'-a'6 = dJ(i„ 

und aus dieser Gleichung bestimmt sich d^, sobald d^ gefunden ist 

Ich zeige nun leicht, da(s dieses reduzierte Diagonalsystem ein- 
deutig bestimmt ist, indem ich beweise, da(s das erste Element d^ der 
grSlste gemeinsame Teiler der vier Elemente (a, &, a\ V), also der 
Teiler der Form und als solcher eindeutig bestimmt ist; dann gilt ja 
dasselbe auch fOr d^ » -^, und unsere Behauptung ist erwiesen. 

Zu diesem Zwecke beweise ich den Satz: 

Für zwei äquivalente Systeme ^ ™ ( J rr) ^^^ ^i ™ ( / r!) 

sind die Teiler t und ^ ihrer Elemente einander gleicL 
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In der Tat^ sind 8 und 8^ äquivalent, ist also E8E^™^8^ oder 
ausgeschrieben 

O C!?')0,^)(?,'.)-Q;';)' 

WO die beiden Eompositionssysteme E und E^ links unimodular sind, 
so braucht man nur zu zeigen, dals t ein Divisor von ^ ist; denn 
wegen der Symmetrie der über 8 und 8y^ gemachten Voraussetzung 
folgt dann auch, dab ^ in ^ enthalten, dals also beide Teiler identisch 
sind. Führt man aber in (7) die Komposition links aus, so sieht man, 
dafs die Elemente von 8^ homogene lineare Funktionen der Elemente 
von 8 mit ganzzahligen Koeffizienten sind; also sind alle vier Elemente 
(oj, 6i, a{, 6^ von 8^ durch den Teiler t von (a, 6, a\ V) teilbar; ihr 
grSIster gemeinsamer Teiler ^ ist also wirklich ein Multiplum von iy 
was zu beweisen war. , ^ 

In dem zu 8 äquivalenten reduzierten Systeme (^'^ ,) ist aber 

der Teiler der Koeffizienten offenbar gleich d^^ also ist d^ auch der 
gemeinsame Teiler von (a, &, a\ 6), und damit ist bewiesen, dals jenes 
reduzierte System eindeutig bestimmt ist. Also ergibt sich der Satz: 

Jedes ganzzahlige System, dessen Teiler d und dessen 
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Determinante A ist, ist dem reduzierten Systeme 
äquivalent 

Auch hier ist es leicht, die Klassenanzahl der Systeme ( ? |^f) 

von gegebener Determinante A zu bestimmen, wenn man wie vorher 
alle äquivalenten Systeme in eine und dieselbe Klasse rechnet Nach 
der obigen Bemerkung ist nämlich wieder jedes System einem und 

auch nur einem reduzierten Systeme Ir}^-, , ) äquivalent Die Klassen- 
anzahl stimmt also auch hier mit der Anzahl der reduzierten Systeme 
überein. 

Da nun für ein reduziertes System A = (2f(j^ ist, so erhält man 
für eine gegebene Determinante A genau so viele verschiedene reduzierte 
Systeme, als es möglich ist, A in der Form d\ d^ darzustellen. Es sei 

WO P' das grölste in A enthaltene Quadrat bezeichnet, Q also keine 
gleichen Faktoren mehr enthält und positiv oder negativ ist, je nach- 
dem dasselbe für A gilt; dann kann offenbar eine Gleichung 



g4 Fünfte Vorlesiing. 

nur bestehen y wenn d^ ganz in P enthalten ist, denn aus ihr folgt 

bUebe also anch nur eine Primzahl p im Nenner von -j- übrig, ohne 

sich fortzuheben, so mülste ihr Quadrat in Q enthalten sein, was nicht 
mogUch ist, weil Q keine gleichen Faktoren enthalt Demnach ist 

{^'a a) ^^^'^ ^^^ ^^^ iBinn ein reduziertes System der Deter- 
minante A, wenn d^ ein Teiler von P ist. 

Die Klassenanzahl der Systeme Qjj,) für eine gegebene 

Determinante A = P' Q ist hiemach genau gleich der Anzahl 
der Divisoren des quadratischen Faktors P von A. 

EnthSlt also A überhaupt keine mehrfachen Faktoren, so existiert 
nur eine einzige Klasse, deren reduziertes System (^^ A ist. 
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Die Äquivalenz beliebiger Systeme. — Systeme von nicht verschwindender imd 
von verschwindender Determinante. — Reduzierte Systeme. — Die bilinearen 
Formen von vier Variablen mit ganzzahligen und mit beliebigen EoefiSzienten. — 
Äquivalente Formen. — Die kongruenten Transformationen. — Äquivalenz der 
quadratischen Formen. — Äquivalenzbedingungen fOr die kongruenten Trans- 
formationen. — Die JSamiftonschen Quatemionen. — Die charakteristischen Eigen- 
schaften der Determinante. 

§ 1. 

Viel einfacher sind die Resultate^ wenn man die in der vorigen 
Vorlesung gegebenen Äqniyalenzbestimmnngen nicht auf ganzzahlige, 
sondern auf beliebige Systeme anwendet, wobei dann natürlich die znr 
Komposition verwandten nnimodnlaren Systeme ebenfedls nicht mehr 
ganzzahlig zu sein brauchen. , ^ 

Nennt man hier zunächst zwei Systeme ( r ^f) ^uid ( | «.f) äqui- 
valent, wenn das eine in das andere durch vordere Komposition mit 
einem unimodularen Systeme übergef&hrt werden kann, wenn also 

/«, ß\ /a, 6 \ /o, b \ 
V, */ Va', 67 "" Vq', bV 

wird, wo a, /), y^ d beliebige Konstanten bedeuten und 

ad — ßy =■ 1 

ist, so ist hierzu wiederum notwendig, dals die Determinanten der 
Systeme gleich sind; während aber bei ganzzahligen Systemen hierzu 
noch die weiteren Bedingungen hinzukainen, dats die ihnen entsprechenden 

reduzierten Systeme (^' , j einander gleich sind, erkennt man hier leicht^ 

dals fCLr diese neue Äquivalenz die Gleichheit der Determinanten die not- 
wendige und hinreichende Bedingung wird, falls A ^ ist . 
In der Tat erkennt man unmittelbar, dals jedes System \ij^i) 

mit nicht verschwindender Determinante A dem reduzierten Systeme 
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(n' i) ^^^^^^^ ^^; indem stete ein unimodniares System ( ' ^j 

so bestimmt werden kann, dab die Gleichung 
/«, ß\ /a, h\ /A, Ov 
V, 8) Va', 67 ^ VO, 1/ 

erf&Ut ist Komponiert man nämlich diese Gleichmig hinten mit dem 

b' b\ 



a' 



reziproken Systeme 

' ^j die Bestimmmig 

C:!)-tt:5 

-(4: 



SO erhalt man f&r das gesuchte 



V 



b\ 



Ä' - A 
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und die Determinante dieses Systemes ist evident gleich eins. Genau das- 
selbe gilt natürlich auch für die hintere Komposition mit unimodularen 
Systemen und auch dann, wenn man vordere und hintere Komposition 
zulabt 

Es ergibt sich also für den Fall einer nicht verschwindenden 
Determinante der Satz: 

Die Gleichheit der Determinanten zweier Systeme ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung daftLr, dals sich jedes 
System in das andere umformen lalst, indem man es vom 
oder hinten mit einem unimodularen Systeme komponiert Jedes 

System ist in diesem Sinne dem reduzierten ( ^ ' Yj äquivalent 

Wegen dieser Eigenschaft der Determinante, fOr äquivalente 
Systeme denselben Wert zu haben, heilst die Determinante mit der 
von Sylvester eingeführten Bezeichnung eine Invariante für die hier 
erklärte Äquivalenz, und zwar wird sie eine charakteristische In- 
variante für diese genannt, weil sie einzig und allein für äquivalente 
Systeme denselben Wert besitzt. Denkt man sich auch jetzt wieder 
alle äquivalenten Systeme in eine Klasse vereinigt, so ist jede Klasse 

eindeutig durch ihre reduzierte (/v' Ij); oder also, was hier dasselbe 

ist, durch ihre Determinante bestimmt Da somit jede andere In- 
variante der Klasse eine eindeutige Funktion der Determinante sein 



§ 1. Äquivalenz der Systeme mit yerschwindender Determinante. 87 

müJBte, 80 kann diese als einzige Inyariante der Klasse betrachtet 
werden. Ist ihr Wert bestimmt (aber wie in dieser ganzen TJnter- 
snchnng als eine von Null verschiedene Zahl), so können noch drei 
Elemente für die der Klasse angehörigen Systeme ganz willkürlich ge- 
wählt werden (mit Ausnahme spezieller Wertsysteme, welche die 
Determinante zum Verschwinden bringen würden). Jede Klasse mit 
nicht Yerschwindender Determinante umfalst somit eine drei£EUshe 
MannigfiEdtigkeit von Systemen. 

Bei dieser Entwickelung wurde vorausgesetzt, dals die Deter- 
minante des betrachteten Systemes von NuU verschieden seL Nur 
dann existieren ja die reziproken Systeme, durch deren Benützung die 
Systeme ineinander transformiert wurden. Nimmt man dagegen A ^ 
an, so erhält man wieder verschiedene Äquivalenzbedingungen, je nach- 
dem man nur vordere oder nur hintere oder endlich vordere und 
hintere Komposition zulabt. Wir trennen daher diese Fälle wieder 
und fragen zunächst: Welches sind die notwendigen und hinreichenden 

Bedingungen, damit ein System ( f «.f) a^ einem anderen von ver- 
schwindender Determinante ( ' . j durch vordere Komposition mit 
einem unimodularen hervorgehe, d. h. damit die Gleichung bestehe 



wo 



C;J)Cj.)-C';.)' 



ist. Geht man in dieser Gleichung von den Systemen zu ihren Deter- 
minanten über, so ergibt sich zunächst als notwendige Bedingung für 
diese Äquivalenz die, dals auch ab' — a'BsO ist, d.h. auch hier 
müssen beide Systeme gleiche Determinanten haben. Indessen reicht 
diese Bedingung hier nicht hin, wie die folgenden Betrachtungen 
lehren: Es werde zuerst angenommen, dals nicht alle Elemente von 

ll , , j gleich Null sind, dals also dieses System den Bang eins hat; dann 

kann man stets voraussetzen, dals mindestens ein Element der ersten 
Zeile (a, V), etwa a, von Null verschieden ist, da man dies sonst durch 

vordere Komposition mit dem Yertauschungssysteme fY' A stets er- 
reichen kann. Setzt man dann — » Ä;, so folgt aus der Gleichung 
a6' — a'6-«0 sofort 
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und auch hier kann man ib^O yoraosseizen, da man sonst vorher 

(1 k\ 
^' j komponieren könnte. 

Soll nnn 

^^ V, *) ika, hh)^W,h') 

sein, so müssen die Gleichungen bestehen 

a{a + kß) « a, a(y + td) = a' 

es mnis also notwendig 

(1) A_1 = A 

^ ' a a 

sein, d. h. f&r den Fall A =» ist auch der Quotient — eine Invariante 
fOr die Äquivalenz dieser Systeme. 

Nun ist aber leicht zu zeigen, dals in diesem Falle auch keine 
andere Invariante existiert Wir beweisen nämlich, dals jedes System 

( J , ,j, falls — = X endlich ist, dem reduzierten (' ^j, dagegen fllr 

X » cx>, also für a » 0, dem reduzierten Systeme (Y' A äquivalent ist 
In der Tat folgt aus der Identität ' 

(l:3(45c,:.)-e:!> 

in welcher die beiden ersten Systeme links onimodolu' sind, in dem 
FaUe 

die Äquivalenz 



PaUe ^ 5 



0,6')~(o;o)' 

Ist dagegen a » 0, also, da alsdann & ^ vorausgesetzt werden kann, 
X = — » cx>, so ergibt sich aus der analogen Identität 

wegen A = a — die Äquivalenz 

0,1) ~0-' 

jedes System vom Range eins ist also einem und nur einem reduzierten 
äquivalent. 
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Ist das System endlich yom Range Null, verschwinden also alle 
seine Elemente, so mab offenbar ein anderes denselben Bang haben, 
damit es diesem äquivalent sei. 

Oanz entsprechende Besxdtate ergeben sich natürlich bei der hinteren 
Komposition; nur ist in diesem Falle, sobald der Bang gleich eins ist, 

der Quotient fi^— die zweite Invariante, und die zugehörigen redu- 
zierten Systeme sind dann ( ' Yj oder (fftr ft= cx>) C\' Yj- 

Sieht man endlich zwei Systeme als äquivalent an, wenn sie 
durch vordere und hintere Komposition mit Einheitssystemen ineinander 
übergef&hrt werden können, so besteht der einfache Satz: 

Zwei Systeme sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
sie gleiche Determinante und gleichen Bang haben. 
Dieser Satz ist nur noch f&r den Fall zu beweisen, wo A»0 
und der Rang gleich eins ist. Alsdann kann aber jedes System durch 

vordere Komposition in L' ^j oder in C!^ ^ und dieses durch hintere 

Komposition mit den Einheitssystemen 

(J;-J)°'"erJ) 

in das reduzierte System 

/l,Ox 

\o, o) 

transformiert werden, und damit ist die aufgestellte Behauptung be- 
wiesen. 



Die wichtigste Anwendung, welche die oben eingeführten B^priffe 
der Äquivalenz erfahren, ist die auf die Theorie der bilinearen Formen. 
Es sei wieder 

(1) B(x,y\xW)'-Q. l)(.x,y\x',y')~(Ä)ix,y\x',y') 

« axx^ + a'xif* + lyx^ H- 6'yy' 
eine beliebige Form mit den Yariablenpaaren (x, y) und {x\ y') und 
dem Koeffizientensysteme A\ ersetzt man dann rr, y und x\ y' durch 
neue Variable ;, t) und ;', Q', vermittelst der Gleichungen 
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80 erhalt man eine neue bilineare Form 

(2a) ö(J,9lE^90 = O,b')(^'^l^''^')""('^(^'^l^''^') 

deren Eoefßzientensystem 8( aus dem nrsprOnglichen A dadurch her- 
Yorgeht, dalj9 man jenes hinten mit dem Substitutionssysteme 8 und 
vom mit dem aus T transponierten T komponiert; d. h. es ist 

(3) a = r^s, 

oder ausgeschrieben 

(»•) cj.)-(;::!;:)Cj')C:S)- 

Durch Ausführung dieser Eompositionsgleichungen ergeben sich 
für die Koeffizienten der transformierten Form die Gleichungen 

a = aa!a + ay'a' + ya'6 + yy'6' 

b = ßa'a + ßy'a' + da'b + dy'V 
(^^) a' = aß'a + ad'a' + y/J'6 + yd^V 

V = ßß'a + /J*'a' + dß'l + dd'h'. 
Geht man in den Gleichungen (3) oder (3 a) von den Systemen zu 
den Determinanten über, so erhält man 



a, b 
o',b' 


= 


ß',d' 


a, b 
a',b' 


«, ß 
r, 9 



Betrachtet man zunächst ganzzahlige Formen, so wird man zwei 
solche dann als äquivalent anzusehen haben, wenn die eine in die 
andere durdi eine ganzzahlige Substitution übergefQhrt werden kann und 
umgekehrt, oder, was im wesentlichen dasselbe ist, wenn die eine in die 
andere durch ganzzahlige unimodulare Substitution übergeht Da dasselbe 

dann auch von den Eoeffizientensystemen ( [ * r) ^uid ( ', ^A gilt, so 

fallt diese Äquivalenz ganzzahliger bilinearer Formen YoUsiSndig mit 
der auf S. 814g. behandelten Äquivalenz der Systeme zusammen, auf 
welche wir ja auch dort durch die Untersuchung der Formen ge- 
führt wurden. 

Benützt man das dort abgeleitete Resultat hier für die Formen, 
so kann man sofort die folgenden Sätze aussprechen: 

I. Jede ganzzahlige Form der nicht verschwindenden Deter- 
minante A ist einer und nur einer reduzierten Form 

di(xy + d^x'y') 
äquivalent, wo A»dj£^ ist 
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JLlst A^P^Q, wo Q lauter einfache Teiler entMlt, so ist die 
Anzahl der Klassen bilinearer Formen von der Determinante A 
gleich der Anzahl der Divisoren von P. 

Cbhen wir jetzt zn Formen mit beliebigen Koeffizienten über, so 
lehren die im § 1 gegebenen Äquivalenzbetrachtungen, dals falls A ^ 
ist, jede Form äquivalent ist der Hauptform 

Arrrr'+yy', 

und zwar wird die Transformation in diese z. B. durch die Kom- 
positionsgleichung 



O.l) 



&', - 



— a' 



A 
a 



(f?) 



geliefert; hieraus geht hervor, dals jede Form in die Hauptform auch 
dadurch transformiert werden kann, dals man nur ein Paar der Variablen 
transformiert, das andere ungeandert lalsi 

Dies letztere ist aber nicht mehr möglich, wenn A = ist. 
Transformiert man hier beide Yariablenpaare, so kann man jedes 

System (] . j mit verschwindender Determinante auf die reduzierte 

Form L' Jj, also auch jede Form in die Form Bq^xcc! transformieren. 

Dies ist aber nicht möglich, wenn man nur die vordere oder nur die 
hintere Komposition zulalst. Laust man nur vordere Komposition mit uni- 
modularen Systemen zu, oder was dasselbe ist, transformiert man in der 

Form nur das zweite Yariablenpaar (x\ y'), so sind zwei Formen ( | . J 

und ( r fif) ▼on verschwindender Determinante dann und nur dann 
' - ^ a, b 



äquivalent, wenn 



a, b 



a',b' 



==0 und zugleich 






also h » a cT, b » a eT" ist; und ebenso ist wegen des Yerschwindens der 
Determinanten auch . , ., 

oder ('»a'eT'und V^a'J. Die beiden äquivalenten Formen lassen 
sich also in diesem Falle folgendermalsen schreiben 

x'(ax + 6y) + y'(a'x + Vy) = {ax' + o'y') {x + Jy) 

l\cix + by) + tj'(ö'« + 6'») - (tt J' + ö'9') {x + JV\ 
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Hier besitzen somit die zu allen äquivalenten Systemen gehörigen bilinearen 
Formen einen und denselben von x, y allein abhängigen linearen Teiler, 
der sich bei einer linearen Transformation der x\ y* allein selbsi- 
yersiändlich nicht ändert Schreiben wir die Form B wieder in der 
Form |a;'+ iriy\ und führen wir den gröfsten gemeinsamen Teiler der 
beiden Linearfaktoren | und 17 ein, mit denen x* und y' mxdtipliziert sind, 
so ist derselbe gleich eins, wenn A ^ ist, aber gleich x + cTy, wenn 
A verschwindet. Wir können also die beiden fdr die Transformation 
der Variablen x\ y' allein erhaltenen Resultate in den folgenden Satz 
zusammenfassen : 

Zwei bilineare Formen B(x, y \ x\ y') und 83(^, y 1 1', t)') sind 
dann und nur ilttrm durch unimodulare Transformation der 
letzten Variablen ineinander überfGÜbrbar, wenn sie erstens 
gleiche Determinanten haben und wenn zweitens ihre Divisoren 
für variable x', y* bezw. ;', t)* identisch sind. 

Dabei ist der triviale Fall, dals ( r xr) ▼om Range Null ist, aus- 
geschlossen. Wir sehen aber, daJs der sogenannte allgemeine Fall 
einer nicht verschwindenden Determinante hier insofern als Spezialfidl 
auftritt, weil dann die Form für unbestimmte x', y' den Teiler 1 hai 

Chmz anders gestalten sich die Resxdtate, wenn wir, statt die 

beiden unimodularen Substitutionen ( ' ^j und ( / ^,j für (x, y) und 

(x*, y') willkürlich zu lassen, Beziehungen zwischen ihnen annehmen. 
Diese Beziehungen können sehr mannigfaltiger Natur sein; wir wollen 
hier nur die besonders betrachten, wo die Substitutionen für beide 
Variablensysteme einander gleich sind; d. h. wo 

/«', ß\ /«, ß\ 

ist. 

Wir nennen jetzt also zwei bilineare Formen 

(6) axx'+a'xy'+byx* + h'yy' und aEj'+ a'j5' + 6^?'+ B'tj^*' 

äquivalent, wenn die erste in die zweite durch die Transformationen 

(6a) (A y') = («; J) (E', tj'), (^, y) = (y] J) ih 9) 

übergeführt werden kann, deren Determinante gleich eins ist, wenn 
also zwischen den Eoefüzientensystemen die Beziehung 

(«) (;;»C,t)C;5)-C,v) 
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besteht Man sagt dann, zwei solche bilineare Formen können ^^dnrch 
kongruente Substitutionen^^ ineinander transformiert werden. Vor allem 
erkennt man ohne weiteres, dals auch hier jene beiden Fundamen- 
talsatze für die Äquivalenz bestehen, auf welche wir auf S. 72 hin- 
gewiesen hatten. 

Der grolse Vorteil, den die Anwendung der kongruenten Sub- 
stitutionen bei den bilinearen Formen darbietet, besteht darin: Setzt 
man in einer bilinearen Form die beiden Yariablenpaare einander 
gleich, d. L o;' » o;, y' == y> so erhalt man eine neue Form 

welche in den beiden Variablen (x, y) homogen von der zweiten 
Dimension ist Eine solche Funktion wird eine quadratische Form 
genannt Auch hier kann man zwei Formen Q und 

äquivalent nennen, wenn die eine durch eine unimodulare Transformation 
in die andere übergeht. Setzt man aber in den beiden Formen (5) 
die Variablenpaare einander gleich, so gehen sie über in Q und D^ 
und man erkennt, daTs die beiden quadratischen Formen stets äquivalent 
sein müssen, wenn die zugehörigen bilinearen Formen durch kongruente 
Transformationen ineinander übergehen sollen. Durch diese Trans- 
formationen werden also auch gleichzeitig die zu den bilinearen ge- 
hörigen quadratischen Formen ineinander transformiert 

um nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
diese Äquivalenz au&ustellen, gehen wir zuerst in der Gleichung (6) 
zu den Determinanten über, und finden da zunächst die frühere Be- 
dingung 

0, b I 



(6») 



a, b 



a',b1 



Indessen erkennt man leicht^ dals fdr den so verengerten Äquivalenzbegriff 
diese Gleichung nicht die einzige Bedingung ist. In der Tat haben wir 
für eine solche kongruente Transformation drei ganz willkürliche Eon- 
stanten zu unserer Verfügung, nämlich drei der Transformationskoeffi- 
zienten (weil der vierte wegen der Bedingung a d — /J y = 1 durch 
jene drei eindeutig bestimmt ist). Diese drei Gröfsen haben den vier 
Gleichungen zu genügen, welche sich aus (6) ergeben, wenn man 
dort die Kompositionen links ausführt und das so erhaltene System dem 
rechtsstehenden gleichsetzt Diesen vier Gleichungen sind aber nur drei 
von ihnen äquivalent, weil nach der Voraussetzung die Determinanten 
beider Systeme einander gleich sind. Obwohl wir somit nur drei 
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Gleichungen zur Bestimmung jener drei unabhängigen Ghrd&en habeny 
ist ihre Auflösung im allgemeinen nicht möglich; es mufs in der Tat 
noch eine neue Beziehung zwischen beiden Systemen hinzukommen. 

Um dies zu zeigen, vertauschen wir sowohl in den Formen (6), 
als auch in den Transformationsgleichungen (6 a) die Yariablenpaare 
{Xf y) mit {pif f/) und zugleich auch die entsprechenden (i, tf) mit (j^^ tf)] 
dadurch erbalten wir zwar an Stelle von (5) zwei andere Formen, 
dagegen hat diese gleichzeitige Yertauschung auf die Transformations- 
gleichungen (5 a) keinen Einflub. Da es auf die Bezeichnung der 
Variablen gar nicht ankommt, so finden wir, dals von den so ent- 
stehenden beiden Formen 

(7) ax'x + a'x'y + hy'x + Vy'y und aj'? + a's'tj + btj'E + b'tj'tj 
die erste in die zweite übergeht durch dieselben Transformationen 

Jene beiden Formenpaare unterscheiden sich von den entsprechenden 
in (6) nur dadurch, dals ihre Eoeffizientensysteme die transponierten 
der früheren sind. Aus diesem Grunde nennt man sie die zu jenen kon- 
jugierten Formen. Man kann dieses Resultat also auch so aussprechen: 

Qeht von zwei bilinearen Formen 

axx' + a'xy' + 'byx' + Vyy' a jj' + a' j^' + Btjj' + b'tjtj' 

die erste in die zweite durch eine kongruente Transformation 
über, so geht auch die erste der beiden konjugierten Formen 
durch dieselbe Transformation in die zweite über. 

Mxdtiplizieren wir nun die konjugierten Formen (5) und (7) mit 
Unbestimmten u und v und addieren sie, so erhalten wir zwei neue 
Formen 

a{jk + ^)x'x + (6u + a'v)x'y + {a'u + lv)y'x + 6'(u + t;)yy' 
^ ^ a(u + t;) j' j + (bu + a't;) j'tj + {^y'u + bt;)tj' j + b'(u + t;)tjtj', 

welche offenbar ebenfalls und zwar für unbestimmte u, v durch die 
unimodularen Substitutionen (5 a) ineinander übergehen. EQeraus folgt 
aber, dals ihre Determinanten f&r unbestimmte (u, t?) notwendig ein- 
ander gleich sein müssen; man hat also 

a{jk + 1?), 6u + o't? ^{}k + t?), Bu + a'v 
a'u + ftv, 6'(u + v) "° a'u + bt;,B'(u + t;) 
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und diese Oleichnng laGrt sich nach leichter Umformung folgender- 
malsen schreiben 

(9)(a6'-o'6)(u + t;)«-(o'-6)«ut; = (ab'-a'b)(u + t;)«-(a'-b)«ut;. 

Da diese Oleichimg für unbestimmte u, v, also auch für jeden Wert 
Yon (u + vy und uv bestehen mnfs, so ergeben sich als notwendige 
Bedingungen für diese Art der Äquivalenz bilinearer Formen die 
folgenden beiden Gleichungen 

a6' -a'6 = ab' -a'b 
^^^ (a'-6)«=(a'-b)«, 

Yon denen wir die erste schon vorher abgeleitet hatten. 

Nunmehr kann man leicht zeigen, dals die als notwendig er- 
kannten Bedingungen (10) auch hinreichend sind, wenigstens wenn 
man kongruente Transformationen mit der Determinante ± 1 zulalst, 
d. h. dals die beiden Gfröfsen aV — a'6 und (o' — 6)', oder, was dasselbe 
ist, |a'— &|, ein System charakteristischer Invarianten für diese Äqui- 
valenz bilden. Wir führen diesen Beweis auch hier dadurch, dals wir 
zeigen, wie sich jede Form in eine äquivalente Reduzierte kongruent 
transformieren labt, in der nur jene beiden Invarianten vorkommen; 
damit ist dann auch die Äquivalenz von zwei solchen Formen un- 
mittelbar dargetan, da beide derselben reduzierten äquivalent sind. 

Wenden wir nämlich auf die Form 

ax'x + bx'y + a'y'x + b'y'y 
die folgende kongruente Substitution mit der Determinante eins an 



« a'+b 

yä %ya 



yä ^Ya ' 



wobei aber vorausgesetzt ist, dals a^O ist, was stets durch eine 
vorg^tngige geeignete kongruente Transformation erreicht werden kann, 
so geht jene Form, wie eine leichte Rechnung lehrt, über in 

(11) n'+ (^) (s V - i'i») - [(^) - («6' - »'&)] vv'- 

Die imprflngliche Form ist demnach in eine solche traosfonnier^ 
welche nur die Koeffizienten a' — b nnd ab' — a'b enthalt Alle 
Formen also, für welche diese beiden Inrarianten gleich sind, fClr 
welche also 

a5'-a'6 = ob'-a'b 
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ist, gehören sicher in eine und dieselbe Klasse, weil sie sich dorch 
kongmente nnimodolare Substitutionen in die Form (11) und demnach 
auch ineinander transformieren lassen. Jedoch ist damit noch nicht 
der Beweis erbracht, dab schon die Bedingungen (10) ftLr die Äqui- 
valenz der beiden Formen (5) notwendig und hinreichend sind. In der 
Tat ist dies auch nur der Fall, wenn man solche kongruente Trans- 
formationen zulalst, deren Determinante nicht nur + 1^ sondern auch 
— 1 ist. Sind nämlich die Bedingungen (10) erfOUt, ist also 

(13) a'-6 = fi(a'-B), 

wo fi s ± 1 ist, und transformiert man jetzt die Variablen (;, t)) und 
(j:', \)') der zweiten Form durch die kongruenten Substitutionen mit 
der Determinante £ =» ± 1 



9» sYäri 






SO geht die zweite Form, wie man sofort erkennt, in die reduzierte 

(14) a'+«!^(IV-'?r)-[(^)*-(a6'-«'6)]'?V, 

d.h. nach (13) ebenfalls in die Form (11) über. 

Da aber somit beide Formen (5) durch kongruente Transformationen 
mit den Determinanten 1 und s in dieselbe reduzierte übergehen, 
so folgt leicht, dals die eine in die andere durch eine kongruente 
Transformation mit der Determinante s übergeht Sind nämlich 

.^ s ( ' , J, 8( = ( I fi') ^^ Eoeffizientensysteme jener beiden Formen, 

und sind E und E^ die beiden soeben betrachteten Substitutionssysteme 
mit den Determinanten 1 und s, durch welche dieselben beide in das 
reduzierte System übergehen, so ist ja 

EÄE-=-Ei2iE^, 

und hieraus folgt durch vordere Komposition mit ET^ imd hintere 
Komposition mit E^^ 

ET^E.Ä.EE-^^'H, 

oder wenn man EET^ = d setzt und beachtet, dals dann IS » J^^J? 
ist, so erhalt man die Gleichung 

und da | S j = | Er^ | . | £ | « 6 ist, so ist die aufgestellte Behauptung 
bewiesen. 
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§3. 

Eine interessante Anwendung der Theorie der Komposition bildet 
die sogenannte Mnltiplikation der HamüUmBohen Qnatemionen. Um 
Yerein£Eudinngen bei gewissen Bechnnngen zu erzielen, hatte BamiUon 
eine Art neuer imaginärer Ghro&en in die Mathematik einzufahren 
gesucht. Wir gelangen zu diesen am einfachsten, wenn wir Systeme 
mit komplexen Elementen von der Form a + hi betrachten, wo i wie 
gewöhnlich gleich }/— 1 ist. Wir wollen im folgenden nur Systeme 
Yon der folgenden Form betrachten 

« c-";:-M)-(-;;5)' 

wobei z. B. durch ä die zu a konjugierte komplexe Zahl bezeichnet 

wird; wir bezeichnen diese Systeme der Einfachheit wegen durch das 

Symbol 

(a, 6, c, d). 

Die Determinante eines solchen Systemes ist 

Komponiert man zwei solche Systeme {a, h, c, d), (a', V, c', d') mit- 
einander in derselben Weise, wie vorher, so lalst sich, wie schon 
Etder erkannt hat, das Besxdtat wieder als ein ebensolches System 
schreiben 

/oN /ö + K ci + d\ /a' + 6'f , c'i + d\ lA + Bi, Ci + IX 
W \ci^a^ a^bi}\c'i-d\ a'^VV^Kci^D.A'-BV' 

dessen Elemente die folgenden bilinearen Funktionen von den Elementen 

des Systemes {l , J ] ,,j sind 

^^ B^aV+la'-cd'+dc\ D = od' - 6c' + c6' + rfa', 

wie man durch AusfBhrung der Komposition leicht erkennt Jene 
Gleichung kann demnach bei unserer Bezeichnungsweise folgender- 
maCsen geschrieben werden 

(3a) (a, 6, c, d)(a', V, c\ d') = (Ä, B, C, D), 

WO die Elemente des Kompositionsresultates durch (3) gegeben sind. 
Oeht man nun in (2) von den Systemen zu ihren Determinanten über, 
so erhalt man die merkwürdige Gleichung 

(4) (a«+6*+c>+d«)(a'«+6'«+c'«+d")-^«+JB«+C«+2)». 

Kron«ek«r, Detarmlwanttn. 7 
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Diese Identität zeigt z. B., wenn man alle Eonstanten als ganze Zahlen 
ansieht, dals das Produkt zweier Summen von je vier Quadraten sich 
stets wieder als Summe von vier Quadraten darstellen lälst. Hier- 
nach braucht jener berühmte von Fermai herrührende Satz, dab sich 
jede ganze Zahl als Summe von vier Quadraten darstellen lälst, nur 
für Primzahlen bewiesen zu werden; denn ist dieser Beweis einmal 
für alle Primzahlen erbracht, so gilt er nach (4) auch fOr das Pro- 
dukt Yon zwei solchen Primfaktoren, also auch fOr alle zusammen- 
gesetzten Zahlen. 

Die Gleichung (4) steht nun in einer merkwürdigen Beziehung zu 
einer sehr bekannten Identität aus der Theorie der komplexen Zahlen. 
Betrachtet man nämlich das Produkt zweier Zahlen a + hi und a'+h'i^ 
so labt sich auch dieses wieder als komplexe Zahl schreiben; in der 
Tat ist ja 

(5) (a + hl) (a' + 6'i) = ^ + -B», 
wenn 

(6) Ä^aa'-bV, B^aV+ha' 

ist. Setzt man in (5) — i an Stelle von i, so erhält man auf beiden 
Seiten die konjugierten Zahlen, und mxdtipliziert man dann die beiden 
so entstehenden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die Identität 

(7) (a«+ 6>) (a'«+ 6'») = Ä^+ B\ 

mit deren Hilfe in der Arithmetik gezeigt wird, wie man das Produkt 
zweier Quadratsummen wieder als Quadratsumme darstellen kann. 

Die naheliegende Analogie zwischen den Gleichungen (4) und (7) 
einerseits und (5) und (7) anderseits führte nun HamüUm dazu, 
eine Erweiterung dieser letzten Beziehung auf die Systeme (a, b, c, d) 
zu geben. Zu diesem Zwecke setzte er 



/Q\ /a + ö», c» + rf\ , . . , 



dTc 



und suchte die beiden neuen Elemente (j, Tc) so zu bestimmen, dab für 
unbestimmte (a, &, c, d), (a', h\ c\ d') die Gleichung 

(9) (a + hi + cj - dk)[a'+Vi + c'j - d'Jfc) ^A + B% + Cj - Dk 

besteht, wo Ä, B, C, D die in (3) angegebenen Werte haben. 

Führen wir die Mxdtiplikation auf der linken Seite von (9) unter 
Beibehaltung der formalen Rechnungsregeln aus, jedoch ohne in dem 
Produkte je zweier Elemente i, j, k die Reihenfolge der Faktoren zu 
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Yertaaschen, und ordnen wir dann das Besxdtat nach den in Ay B, C, D 
auftretenden Produkten, so wird dasselbe gleich 

(aa^ + bh'i* + cc'p + dd'k*) + {aVi + 6a'i - cd^jh - dc'hj) 

+ (ac'j - bd'ik + ca'j - dVki) - (ad'Ä - Ic'ij - cVji + da'Jfc). 

Hieraus folgt, dafs jene Gleichung dann und nur dann bestehen kann, 
wenn die Elemente i^ j^ k den folgenden Gleichungen genügen 

(10) ij^h jk^^i, ki^j, 

ji'^^ — ij, kj=^—jk, ik^ — ki. 

Ordnet man also die drei Elemente cyklisch in der Folge (i, j, k) an, 
so mub das Produkt von zwei aufeinanderfolgenden gleich dem dritten 
sein, während dasselbe Produkt in umgekehrter Folge dem negativen 
Werte des dritten gleich ist. 

Unsere neuen Einheiten i,j, k befolgen also nicht mehr die gewöhn- 
lichen Bechnungsregeln, wonach die Reihenfolge der Faktoren bei der 
Mxdtiplikation gleichgültig ist; und dies ist auch gar nicht zu verwundern, 
weil wir es ja eigentlich gar nicht mit einer Mxdtiplikation von ZahlgrolBen, 
sondern mit einer Komposition der Systeme zu tun haben, wo die 
Reihenfolge der Komposition eine wichtige Rolle spieli In der Tat 
erhalt man, indem man in (8) jedesmal den Koeffizienten von i, j, k 
bezw. gleich 1,1,-1 und alle anderen gleich Null setzt, für i, j, k die 
Gleichungen 

die in (8) rechts stehenden Elemente i, j,2; sind also in Wahrheit Systeme 
mit komplexen Koeffizienten, und zwischen diesen bestehen wirklich die 
hier gefundenen Gleichungen (10), wenn das Einheitssystem durch 1, 

das negative Einheitssystem l ' j durch —1 bezeichnet wird. 

Besonders werde noch der interessante Spezialfall hervorgehoben 

Dann sind JB= C= D = 0,* während ^ = a«+ &«+ c*+ d* wird. Es 
ist also 

(11) (a + bi + cj - dk) (a - bi - cj + dt) = a*+ 6*+ c*+ d»; 
diese Relation, welche man aus der Kompositionsgleichung 

C; + 6t, ci + dw a — 6i, — ci — d\ /a*+6*+c*+d*, \ 

<-d, a-6i/V-c» + d, a + bV\ 0, a^+V + c^+dV 
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leicht direkt erscUielflen kann, bildet das Analogon zu der bekannten 

Gleichung 

(IIa) (a + hi)(a - bt) - o«+ b\ 

§4. 

Die charakteristiBchen Eigenschaften der Determinante eines Systemee 
Yon yier Elementen können auf verschiedenen Wegen gefunden werden. 
Das Nächstliegende ist, dals man jene Eigenschaften ans der Natur 
der Lösungen zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten her- 
leitety da man durch diese ja überhaupt zuerst auf die Determinanten 
gef&hrt wird. Hat man aber auf diesem oder einem anderen Wege 
einmal jene Eigenschaften gefunden, so kann man dann auch um- 
gekehrt nach Funktionen Jl' , J der Elemente eines Systemes fragen, 

welche jene yorgeschriebenen Eigenschaften besitzen, und untersuchen, 
welche Bedingungen die Determinante selbst vollständig bestimmen, 
d. h. welches System von Eigenschaften für die Determinante charakte- 
ristisch isi 

Auf solche Bedingungen werden wir von selbst durch die vorher 
durchgeführten Untersuchungen über die Äquivalenz von Systemen 
und ihre Invarianten hingeführt So wurde z. B. schon firüher gezeigt, 
dals eine Funktion der vier Grölsen eines komponierten Systemee 

( } , ,j ( ' ^j, welche für die Reihenfolge der Komposition eine In- 
variante ist, notwendig eine Funktion der Determinante jener vier 
Grölsen sein mufs. Soll aber jene Funktion die Determinante selbst 
werden, so müssen noch weitere Forderungen hinzugefügt werden, und 
diese sind nunmehr aufzusuchen. 

Ahnlich kann man zu charakteristischen Bedingungen für die 
Determinante gelangen, wenn man beachtet, dals dieselbe die einzige 
Invariante des Systemes für die vordere oder für die hintere Kom- 
position mit unimodularen Systemen ist. Wir zeigten nun, dals jedes 
System, also auch ein unimodulares, als Kompositionsresultat aus eiuer 
Reihe von Systemen 

dargestellt werden kann, von denen die beiden ersten selbst unimodular 
sind; wir brauchen daher nur zu bestimmen, wie sich j( | . ,j bei 
vorderer Komposition mit jedem dieser drei Elementarsysteme ändert, 
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um seine Ändemng bei der Eomposition mit jedem beliebigen Systeme 
zn erhalten. Da die beiden ersten Systeme nnimodular sind; so werden 
wir Yoraossetzen müssen, dais J bei der Eomposition mit diesen nn- 

geandert bleibt Wir sncben daher zunächst eine Funktion ^y^-uS 

der yier Elemente eines Systemes, welche ihren Wert nicht ändert^ 
wenn das System vom mit einem dieser beiden Elementarsysteme kom- 
poniert wird, f&r welche also die beiden Gleichungen bestehen 

diese beiden Bedingungen mnJGs jene Funktion notwendig erflillen, 
wenn sie die Determinante sein solL ^ 

Die Eomposition mit dem dritten Elementarsysteme rJ !|j wird 

jene Funktion aber yeritndem, weil seine Determinante ja nicht Eins 
ist Wir wollen die dritte Bedingung stellen, dab fBr diese Eomposition 

<») <6;?)cj.))-'e',r.v •«<!».) 

sein soll, wo 9(p) eine analytische Funktion Yon p sein solL Eine 
Eigenschaft dieser Funktion können wir sofort angeben. Aus der 
Identität n. a. /v 

\0, 1/ lo, 1/ \ 0, 1/ 

folgt l^^Tnlj fth 

KS; X; ?)Cj.))-w(^<!J.)-<fo!' ?)Cj.)) 

also muls jene analytische Funktion notwendig so beschaffen sein, dab 
(3a) »(P)»(«)-»(P«) 

ist Femer mufs 

(3b) e(i)-i 

sein, da das System \\ . j durch Eomposition mit rj^ !|Jj fibr p » 1 

keine Änderung erleidet 

Den beiden Bedingungen (3 a) und (3 b) genügt die Funktion 
9(p) a. j/>, wenn a ein beliebig aber fest gegebener Exponent ist Oleich- 
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zeitig erwähne ich^ dab, wie in der Fnnktioneniheorie gezeigt wird*), 
die Funktion p^ die aUgemeinste ist, welcher diese beiden Eigenschaften 
zukommen. Wir können imd wollen daher B (p) durch p^ ersetzen. 
Nun fanden wir auf S. 52 fCLr jedes System mit von Null ver- 
schiedener Determinante folgende Dekomposition 

(*) oj.) - (o; Ö (J; 3 (?rJ) (J: ?) (?rX; D (J; ?)• 

WO aj ßj y bestimmte und für a'^ endliche Zahlen sind; ist a'^O, 
so war bei dieser Darstellung eine unwesenÜiche Veränderung an- 
zubringen. Beachtet man nun, dafs jedes der Systeme (^^ . j in das 
/ 1 \ ' 

Produkt (a' i) (a' i) I * 1 zerlegt werden kann und setzt den 
\0, 1/ \0, 1/ \o, 1/ ^ ^ 

dann aus (4) sich ergebenden Ausdruck für (\y\mJ ein, so 
folgt aus der Voraussetzung des Bestehens der Gleichungen (1), (2), (3) 
für die gesuchte Funktion e/'f | . ,j die folgende Darstellung 

(4a) j(^; ^^,)-e(A)e(«)e(l)e(^)e(l)e(y)e(l)j(J; J), 

und mit Berücksichtigung der Eigenschaft (3a) der Funktion B erhalt 
man schlielBlich 

(4b) ^o,t)-«<^)''(J;Ö-^'-^(J;?)- 

Den konstanten Faktor J \cl Y)^ welcher notwendig von Null ver- 
schieden sein mufis, wenn die Funktion J nicht identisch Null sein soll, 
wollen wir gleich Eins annehmen, also 

(4c) j(£) = j(J;J)=.i 

setzen. Wählen wir endlich noch den Exponenten a in (4a) gleich 
Eins, so ergibt sich 

Wir haben also das Resultat: 

*) Vergl. s. B. Binnnanny Theorie der analytischen Funktionen, S. 289 flg. 



(I) 
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Die einzige Funktion von vier Elementen J (] . J, für 
welche ' 

(^) <'.)-<:'; -D-'c:"' '?')-}^r;:';^ 

und anfserdem j(' V) = 1 ist, ist die Determinante des 

Systemes. Durch die drei Gleichungen (5) allein ist also die 
Determinante bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt. 

Offenbar waren wir auf demselben Wege ebenfalls zur Determinante 
gelangt, wenn wir die gleichen Bestimmungen ftir die hintere Kom- 
position mit Elementarsystemen getroffen hatten. Den entsprechen- 
den Satz können wir folgendermafsen aussprechen: 



Eine Funktion ^(l .,), fElr welche 



(H) 



/a, b^ 
Va', 6'- 

und auCserdem 



K:i)-<\--:hK',:'ti)-jK<i^ 



O 



ist; ist notwendig mit der Determinante identisch. 

Jedes dieser beiden Resultate kann man zu einem ein£Eichen neuen 
Beweise des Multiplikationstheoremes benutzen. Es ist die Funktion 

jlj .f\=^aV—a'b durch die Bedingungen (5) eindeutig bestimmt. 

Suchen wir nun ihren Wert f&r ein komponiertes System 

/a, b\/l, [i\_/aX + bX\ aii + bii\ 
W, V) \X% iL') " \a'X + VX\ aV + 6>7' 

Wir wollen den Wert von J fCLr dieses Kompositionssystem, als Funktion 
von f J -,j allein betrachtet, gleich jf^J .A setzen, und die Eigen- 
schaften von 

y/a, 6 \ j(aX + bX\ ayL + bii!\ 
•^ Va', 67 ^ "^ W2 + 6'r, aV + 6V7 

aufirachen. Dann ist nach (5) offenbar 

r:;-r)-^i(?;-j)c,^)C!!:.)i-'C.5.> 
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und ebenso findet nuin fBr J f | . ,j die übrigen charakteristiBchen 
Gleichungen (6), so dab man erhält 

Daraus ergibt sich nach dem oben ausgesprochenen Satze (I) 

'Cj.)-^<?)-^(J:K!j.)) 

wemi XiJ — i'/i » A' gesetzt wird, und damit ist der Mnltiplikations- 
satz bewiesen. 



Siebente Vorlesung. 

Deienninanten and Syateme von neun Elementen. — Anflöenng von drei linearen 
Gleichnngen mit drei unbekannten. — Darstellung ihrer Löenng durch Deter^ 
minantenqnotienten. — Die Grandeigenschaften der Determinanten dritter 

Ordnung. 



§ 1. 

Wir gehen nun zur üntersnchnng eines Systemes von drei linearen 
Oleichnngen mit drei unbekannten über; hierdurch werden wir dann 
Yon selbst auf die Bildung und die Eigenschaften der Determinanten 
Yon neun Elementen hingef&hrt werden. 

Es seien also die drei Gleichungen gegeben 



(1) 



f ^a x + l y + c B-\- d —0 
f^a'x + V y + e B + d'^0 
f":^a''x + V'y + ^'B + d"^0, 



wo die zwölf Koeffizienten wiederum völlig unbestimmte Grölsen sind, 

und wir stellen uns die Au^be, aus ihnen die unbekannten x, y, 8 

zu bestinmien. 

Die gewöhnliche Auflösungsmethode besteht nun darin, dab man 

aus je zwei von diesen Gleichungen eine unbekannte, etwa By eliminiert; 

dadurch erhält man zwei lineare Gleichungen fOr x und y allein, deren 

Auflösung wir dann direkt hinzuschreiben imstande sind. Zu diesem 

Zwecke bilden wir aus den linken Seiten von (1) die beiden folgenden 

Funktionen 

fc'-fc und fc''-fc, 

in denen die Koeffizienten von b offenbar gleich Null sind. Diese 
neuen Gleichungen können folgendermalsen geschrieben werden 



fd-fc^ 



(2) 






-rc-h'*^.! 



fd'-f'e 



x + 



« + 



6,5' 
e, d 

6,5" 



y + 



d, d' 
c, d 



y + lc C" 



.^'a; + B'y+D'-0 



.^"a; + JB"y+2)"-0; 



B', D' 
B", D" 


• 


D',Ä' 
D",Ä" 


• 
• 


A\ B' 
Ä",B" 
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ihre EoeMzienten 

v^*) U", B'\ BV 

sind also leicht zn bildende Determinanten zweiter Ordnung ans den 
ursprünglichen öleichnngskoef&zienten. 

Löst man nun diese beiden ßleichnngen nach x nnd y anf^ so 
ergibt sich nach dem Satze (7 b) auf S. 16 

(3) xiyil 

oder also 

,o N \B\B'\ \B\A'\ 

(3a) ^= \A\B'\' y \A\B'\' 

Auf ähnliche Weise konnte man etwa durch Elimination von x eine 
entsprechende Proportion fQr yie\\ erhalten und aus ihr b finden, 
oder auch diese letzte Unbekannte mit Hilfe einer der ursprünglichen 
Gleichungen berechnen. 

Die Gleichungen (3 a) lehren uns nun^ dals sich auch hier x und y 
als Quotienten von je zwei ganzen ganzzahligen Funktionen darstellen 
lassen^ deren Zähler und Nenner diejenigen Determinanten zweiter 
Ordnung sind^ welche sich aus dem Eoeffizientensysteme (2 a) bilden 
lassen, und welche in Bezug auf die Eoeffizienten der ursprünglichen 
Gleichungen von der vierten Dimension sind. 

Es ist unnötig, diese Funktionen wirklich auszurechnen, da wir 
die gesuchten Werte der Unbekannten sofort auf einem yiel natur- 
gemäfigeren und übersichtlicheren Wege finden werden. Der hier be- 
tretene Weg ist nämlich deshalb für die Erkenntnis der Form und 
der Eigenschaften jener Funktionen sehr wenig geeignet, weil alle drei 
Determinanten in der Proportion (3) infolge der Unvollkommenheit 
und Unsymmetrie der angewandten Methode mit einem und demselben 
überflüssigen Faktor behaftet sind, welcher sich von selbst forthebt. 
Wir erhalten also auf diesem Wege nicht die Werte der Unbekannten 
in ihrer reduzierten Form, sondern müssen zu dieser erst durch Weg- 
heben der gemeinsamen Faktoren zu gelangen suchen. 

Durch die Auswertung jener drei Determinanten würde man sich 
direkt überzeugen können, dais die drei Determinanten \B\B* \^ \ B\ A! \ 
und I A\ B^ I in der Tat sämtlich den Faktor c enthalten. Leichter 
gelangt man zu diesem Ziele durch den Nachweis, daCs jene Deter- 
minanten für c = sämtlich verschwinden. Dies folgt unmittelbar daraus, 
dab sich für c = die beiden Gleichungen (2) auf /*c' «- und /*(;" -» 
reduzieren, d. h. daCs sie sich alsdann nur durch den konstanten 
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Faktor -^ unterscheiden. Ist das aber der Fall; so mofis nach dem 

auf S. 20 bewiesenen Satze ihr Eöeffizientensystem (2 a) vom Range 
Eins sein, d. h. die drei aus ihm gebildeten Determinanten { B', D' \, 
\D\Ä*\, \Ä',B*\ müssen für c»0 notwendig verschwinden; imd 
hierdurch ist jener Beweis erbracht. 

Aus der soeben gegebenen Darlegung folgt nun sofort^ dafig bei 
dieser Art der Auflösung die Ausdrücke für die Zähler und Nenner 
der Unbekannten stets einen solchen überflüssigen gemeinsamen Teiler 
enthalten müssen. Abgesehen also von der Unsymmetrie dieses Ver- 
fahrenS; welches in der Bevorzugung einer unbekannten vor den 
beiden anderen liegt, liefert dasselbe niemals die reduzierten Aus- 
drücke für die Zähler imd Nenner der Unbekannten und kann deshalb 
für unseren Zweck, die Erforschung der Eigenschaften jener einfachsten 
Ausdrücke nicht als geeignet angesehen werden. 



§2. 

Ein Verfahren, welches von den soeben hervorgehobenen Mängeln 
völlig firei ist, finden wir, wenn wir, ähnlich wie im § 1 der zweiten 
Vorlesung unsere Aufgabe folgendermafsen aussprechen: 

Welche Beschränkung wird der Veränderlichkeit der drei 
Variablen x, y, durch die Forderung auferlegt, dals die drei 
linearen Funktionen derselben 

f =:a x + b y + c B + d 
(1) r=^a'x + Vy + c'z + d* 

den Wert Null haben sollen? 

Auch hier wollen wir versuchen, das System (/*, f\ f) durch ein 
anderes (jP, jP', jP") zu ersetzen, durch welches die Variabilität von 
(Xj y, z) in gleicher Weise beschränkt wird, und welches im Gegen- 
sätze zu dem ersten von möglichst einfacher Form ist 

Bildet man die drei homogenen linearen Funktionen von (/)/",/'") 

F ~pf+p'r+p"r 

(2) F' = qf+q'f' + q"f" 

F"^rf+r'f' + r"f", 
wo die neaen Sabatitationskoeffizienten 
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(2a) i, i, 4' 

r, f», r" 

ganz beliebige Eonstanten sind, so wird offenbar jedes Wertsystem 
{Xj y, ss), welches die Funktionen (f, f, f") zum Verschwinden bringt^ 
anch (Ff F\ F") zu Null machen. Man kann also sagen, dals der 
durch (/*»0, f^Qj f^sr^Q^ bestimmte Bereich der drei Variablen 
X, y, s sicher ein Teil des durch das abgeleitete Oleichungssystem 
{F^Of F'^0, JP"»0) bestimmten ist Hingegen würde in jedem 
einzelnen Falle noch der Nachweis zu führen sein, dals auch um- 
gekehrt jede Lösung des abgeleiteten öleichungssystemes (JP»0, i^'»0, 
JP"-0) auch das ursprüngUche (f=0, f'^0, f^O) befriedigt 
Erst dann kann man sagen, dals beide Systeme die Variabilit&t von 
{Xy y, b) in gleicher Weise beschranken, d. h. dab in diesem Sinne 
die beiden Systeme {f, f, f) und (JP, F\ F") äquivalent sind. Dieser 
Beweis wird in dem hier zu betrachtenden Falle sehr leicht zu 
führen sein. 

Wir wollen nun die bis jetzt ganz willkürlich angenommenen 
neun Substitutionskoef&zienten (2a) so zu bestimmen suchen, dab das 
abgeleitete System (JP, F', F^') Yon möglichst ein&cher Gestalt wird, 
dals nämlich F nur die eine Variable x, F nur y und F^^ nur § 
enthalt Ein solches System linearer Funktionen wollen wir auch hier 
ein reduziertes nennen. Kann man das ursprüngliche System durch 
ein äquivalentes reduziertes ersetzen, so findet man die zugehörigen 
Werte von Xy y, b unmittelbar durch die Auflösung von diesen drei 
Gleichungen mit je einer unbekannten. 

Damit nun die erste abgeleitete Funktion F nur x enthalte^ 
müssen die drei Eonstanten (jp,p',p") so bestimmt werden, dab die 
Ausdrücke 

pb+p'V + p'^V und pc+^^ + p"tf' 

verschwinden, welche in F die Koeffizienten von y und sind; und 
ganz entsprechende Bedingungen für (g, gf, gf) und (r, r', r^') erhSlt 
man aus der Forderung, dals F* und F" bezw. nur y und nur ent- 
halten sollen. 

Es ergeben sich also für die Substitutionskoeffizienten (2 a) die 
folgenden drei Systeme von je zwei Gleichungen 

(8) 
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Diesen öleichongen wird nach S. 23 (5) identisch genügt; wenn 
wir für die nenn Substitationskoeffizienten die folgenden Werte fetzen 



(4) 



6', b" 


, p'- 


6", b 

c", c 


, p" = 


b, b' 
e, d 




, 8' = 


d\ c 
a", a 


. g" = 


e, d 
a, a' 



r=« 






r' = 



a", a 
V\ b 



r": 



h, V 



Man erkennt sofort, dals in diesem Systeme die Elemente einer Zeile 
dnrch cyklische Vertaaschong der oberen Indizes, dagegen die Elemente 
einer Kolonne dnrch cyklische Permntation der Buchstaben a, b, c aus- 
einander hervorgehen. 

GKbt man den Koeffizienten p, p'j p" die in (4) gefdndenen Werte, 
so geht die abgeleitete Gleichung JP»0 über in 

F^(ap + d^ + a'y ) a: + (dp + d'p' + d V) = 0, 

und entsprechende Gleichungen erhalt man für jP' und JP". Aus ihnen 
ergeben sich für die Unbekannten x^ y, z die Werte 

_ dp+dy+dV d\b\l/'\ + d'\b\b\ + d"\b,V\ 



(ß) 



,, dg + dV+d^V^ _ d\e,e'\ + d'\e\e\^d'^\e,i^\ 



jgr = — 



cr + c'r' + c'V' 



c|a',a"| + C|a",a| + c"|a,a'| 



Was zunächst die Nenner jener drei Brüche anbetrifft, so erkennt 
man ohne weiteres, dafig sie drei ganze Funktionen von den neun 
Koeffizienten 

a, 6, c ] 
(6) a\ b\ c' 

la", 6", c"J 

allein, d. h. von d, d\ d" unablmngig sind, und dals der zweite und 
dritte aus dem ersten hervorgeht, indem man die Buchstaben (a, &, c) 
cyklisch permutiert Bezeichnet man also den ersten Nenner mit 
9(a, b, c), wo zur Abkürzung nur die erste Zeile des Koeffizienten- 
systemes (6) hingeschrieben ist, so können jene drei Nenner folgender- 
maÜBen geschrieben werden 

©(a, 6, c), Ö(6, c, a), ©(c, a, 6). 

Der Zahler von x unterscheidet sich von seinem Nenner nur 
dadurch, dals (a, a\ a^') durch (d, d\ d'') ersetzt ist, und das Ent- 
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sprechende gilt von den beiden Zählern yon y und b. Bei derselben 
Bezeichnungsweise können diese also in der Form 

e(d, 6, c), 0(dy c, a), Ö(d, a, b) 
geschrieben werden. 

Die vollständige literale Auflösung der drei Gleichungen 

F=0, jP' = 0, jP"=:0 
ist also die folgende 

^ 0(d,b,c) e{ d,c,a) Biß, a, h) 

WO unter 9(a, by e) die folgende homogene Funktion der dritteo 
Dimension von den neun Elementen (6) verstanden ist 



(7) Ö(a,6,c) = a 



+ a' 



6", 6 



c\ c 



+ a" 



b, V 



c, (f 



V, V 

= a(6V' - c'6") + a\b\ - c"6) + a"(6c' - eV) 
= aftV + a'6"c + a"6c' - a6"c' - a'bt^' - a"6'c. 

Alle drei Unbekannte sind also Quotienten je zweier homogenen 
Funktionen der dritten Dimension, jedoch sind Zähler und Nenner 
immer dieselben Funktionen 0, aber von verschiedenen Elementen. 

a, 6, e 
Die in (7) aufgestellte Funktion der neun Elemente a', b'^ c' 

U", 6", c") 

welche uns so durch die Auflösung eines Gleichungssystemes geliefert 
wird, wollen wir hier die Determinante jenes Eoeffizienten- 
systemes nennen und sie durch 

a, bj c 
a\ b\ c' 

oder, wo keine Verwechselung zu befürchten ist, auch durch 

I a, 6, c I 

bezeichnen. Da sie aus drei Zeilen und Kolonnen besteht, so wird sie 
eine Determinante der dritten Ordnung genannt. 



§3. 

Die im vorigen Abschnitte als Determinante bezeichnete Funktion 
kann in sehr einfacher Weise aus ihrem Eoeffizientensysteme gebildet 
werden. Zu diesem Zwecke schreibe man hinter die dritte Vertikal- 
reihe desselben noch einmal die erste und zweite und multipliziere 
in dem so entstehenden Systeme 
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a b c a yb 
a b c a V 

jedesmal die in einer Diagonale stehenden Elemente miteinander. Da- 
durch erhält man zwei Systeme von je drei Produkten 

(aVc^\ lc'a'\ ca'V) nnd {a^^c, Vc'a, c"a'6), 

welche den beiden Richtungen der Diagonalen entsprechen. Aus dem 
Ausdruck (7) ftir die Determinante ergibt sich dann^ dals man die 
Determinante erhält, wenn man von der Summe der drei ersten Pro- 
dukte die Summe der letzten abzieht Doch mufis gleich darauf hin- 
gewiesen werden, dafig diese Methode der Auswertung auf die Deter- 
minanten der dritten Ordnung beschränkt ist. 

Die Determinante ist, wie man aus ihrem Ausdruck in (7) des 
vorigen Abschnittes erkennt, eine ganze Funktion ihrer neun Argumente 
von der dritten Dimension, welche in Bezug auf die Elemente einer jeden 
Zeile und auch einer jeden Kolonne homogen und linear ist. Ordnet 
man dieselbe nämlich einmal nach den Elementen (a, &, c) der ersten 
Zeile, das andere Mal nach denjenigen (a, a', a'') der ersten Kolonne, 
so erhält man die beiden Darstellungen 



(1) 



\a,h,c\ 



a 


V, c' 
6", c" 


+ b 


c', a' 
c", a" 


+ c 


o', V 
a", b" 


a 


h\ c' 
b", c" 


+ a' 


b", c" 
b, e 


+ o" 


b, e 
V, d 



und entsprechende Darstellungen würde man für die Entwickelung 
derselben nach einer der vier anderen Reihen erhalten. 

Diese Darstellungen kann man nun benützen, um sofort einige 
wichtige Eigenschafben der Determinante abzuleiten, und mit ihrer 
Hilfe die im vorigen Abschnitte gefundene Lösung 



(2) 



rr = — 






y = - 



1&, c, a| 









des abgeleiteten Gleichungssystemes (F = 0, jP' = 0, jP" = 0) wesenir 
lieh zu vereinfachen. 

Zunächst zeigt man, dafs die drei Nenner von (o;, y, z) mitein- 
ander identisch sind; denn aus der ersten Darstellung der Determinante 
in (1) geht hervor, dafs sie unverändert bleibt, wenn man die Buch- 
staben (a, &, c) cyklisch permutiert, weil dadurch nur ihre drei Sum- 
manden miteinander vertauscht werden; es ist also 

|a, 6, c| = |6, c, a| = |c, a, 6|. 
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Ebenso folgt, was hier beiläufig bemerkt werden mag, ans der zweiten 
Darstellung der Determinante ihre ünveranderlicbkeit bei einer cyklischen 
Permutation der drei oberen Indizes. Vertauscht man auch in den 
Zahlerdeterminanten die Buchstaben entsprechend, so kann man die 
Werte von (x, y, 0) auch folgendermafsen schreiben 

'^^^^ ^- |a,6,cr y- \a,b,e\' ^" |a,6,c| 

Vertauscht man die entsprechenden Elemente zweier Vertikalreihen 
oder zweier Horizontalreihen miteinander, so ändert die Determi- 
nante nur ihr Vorzeichen, nicht aber ihren absoluten Wert "Für 
die Vertauschung der beiden letzten Vertikalreihen, d. h. fOr die 
Permutation der Elemente (&, V, b") mit (c, c\ c^') erhellt dies sofort 
aus der zweiten Darstellung in (1), weil alsdann alle drei dort auf- 
tretenden Determinanten zweiter Ordnung nur ihr Vorzeichen andern, 
und das gleiche ergibt sich aus der ersten Darstellung fBr die Ver- 
tauschung der beiden letzten Horizontalreihen. Dasselbe würde sich 
aus den entsprechenden anderen Entwickelungen der Determinante für 
die Vertauschung von zwei beliebigen Zeilen oder von zwei Kolonnen 
ergeben. Man hat also den Satz: 

Die Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, wenn man 

die Elemente von zwei beliebigen Parallelreihen miteinander 

vertauscht 

Infolge dieser Eigenschaft kann man nun der Losung (2 a) unseres 
öleichungssystemes eine Form geben, welche der für zwei Gleichungen 
mit zwei Unbekannten gefundenen völlig analog ist. Da nämlich 

\d, 6, c| = |6, c, d|, |a, d, c| = - \c, d, a|, |a, b, d\ =- |d, a,b\ 

ist, so laust sich die Losung unseres öleichungssystemes folgender- 
malsen als eine fortlaufende Proportion schreiben 

(2b) a::y:j?:l = — 16, c, d|:|c, d, a|: — |d, a, 6| :|a, 6, c|. 

Auch hier sind die vier Determinanten, die auf der rechten Seite 
dieser Gleichung auftreten, die einzigen ihrem absoluten Werte nach 
verschiedenen, welche aus dem Eoeffizientensysteme oder der Matrix 

a, b, c, d 
(3) a', V, c\ d' 

.a", V\ c", d"j 

der drei linearen Funktionen (/*, fy f^) durch Weglassung je einer 
Kolonne gebildet werden können; und auch hier sind ihre Vertikal- 
reihen so angeordnet, dais die vier Determinanten aus der ersten durch 
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cyklische Yertansohimg der Buchstaben (a^ b, c, d) hervorgehexL Nennt 
man also die Detenninante \b,Cyd\y deren Elemente ans dem Systeme (3) 
durch Weglassung der Koeffizienten von x erhalten werden, die x ent- 
sprechende Determinante und bezeichnet analog die drei anderen als 
beziehlich y, 0, 1 entsprechend, so kann man das soeben gefundene 
Resultat folgendermaCsen aussprechen: 

Es verhalt sich x:y:ss:l wie die vier entsprechenden 
Determinanten des Systemes (3), aber mit abwechselnden Vor- 
zeichen. 

Aus den Entwickelungen des vorigen Abschnittes ging bis jetzt 
nur hervor, dais durch die Gleichung (2 b) die Losung des ab- 
geleiteten Oleichungssystemes (F«»0, jP' = 0, F"=0) bestimmt ist; 
wir hatten aber bereits erkannt, dab das ursprüngliche System 
(/"»O, f=^Oj f"=^0) jedenfalls keine andere Lösung haben kann. 
Besitzt dasselbe abo überhaupt eine Lösung, so muJGs es die hier ge- 
fundene sein, um nun zu zeigen, dals durch die in (2b) gefundenen 
Werte 

|a, 6, c| 2f |a, 6, c| |a, &, c| 

jene Gleichungen erfüllt werden, setzen wir diese Werte in dieselben 
ein; multiplizieren wir dann noch mit dem gemeinsamen Nenner | a, &, c {, 
so ergeben sich die folgenden drei Gleichungen 



(4) 



a 


h, e, d 


b 


e, d, a 


c 


d, a, b 


d 


a, b, e 


ci 


V, e, d' 


+ 6' 


e, d', a' 


-e 


d', ci, V 


+d' 


a', V, e 


o" 


b", e', d" 


5" 


d',d",a!' 


c" 


d", a", V 


d" 


a",V',e" 



•0, 



wo durch die Schreibweise angedeutet werden soll, dab jene Glei- 
chung für jedes der drei Eoeffizientensysteme (a, &, c, d), (a!, V, c\ d'), 
{ci\ V\ d\ d") gilt Von der Gültigkeit dieser Identiiäten kann man 
sich zwar auch durch Ausrechnung überzeugen, jedoch folgt sie auch 
unmittdibar aus den obigen Determinanteneigenschaften. Ist sie zu- 
nächst für das erste Eoeffizientensystem (a, b, c, et) bewiesen, so gilt 
sie auch für das zweite und dritte; denn wenn die Indizes cyklisch 
vertauscht werden, so bleiben die vier Determinanten ungeanderl^ 
wahrend die vier Eoeffizienten (a, b, c, d) in (a', V, dj d^ übergehen. 
Betrachtet man also nur die erste Gleichung 

(5) -a|6, c, dH-6|c, d, a|-c|d, a, 6|-Fd|a, 6, c| — 0, 

so ist ihre linke Seite in den vier Elementen (a, b, c, d) offenbar 
homogen von der zweiten Dimension; betrachtet man nun nur die- 

Kroneoker, DetanninAnten. g 
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jenigen Glieder, welche je zwei dieser Elemente enthalten, etwa a und b, 
so heben sich diese gegenseitig fort; setzt man nämlich c » d == 0, so 
geht jene öleichnng über in 



— a 



+ h 



0, 0, a 






= 0, 



6, 0, 
6', (f, d' 
6", c", d" 

und ein Gleiches gilt f&r alle Teile des Ansdmckes (5). 
Es ergibt sich also der Satz: 

Die drei linearen Gleichungen 

f==ax + by + cB + d =»0 
f^a'x + Vy + ifz + d'^O 
/•'»« a"x + V'y + c'b + d"- 

besitzen f&r unbestimmte Werte der Koeffizienten eine und 
nur eine Auflösung, welche durch die Gleichung 

a?:y:xr:l =« — 16, c, d|:|c, d, a|: — |d, a, 6|:|a, 6, c| 

gegeben ist; und zwar sind die Ausdrücke auf der rechten 
Seite die beziehlich x, y, z, 1 entsprechenden Determinanten 
dritter Ordnung, welche aus dem Eoeffizientensysteme der drei 
Funktionen (f, f, f) gebildet werden können, mit abwechseln- 
den Vorzeichen. 



Achte Vorlesung. 

Herleitang der EigenBchaften der Determinanten dritter Ordnung auB dem Charakter 
der Lösnng dreier linearer Gleichungen. — Eindeutigkeit der LOeung. — Unter- 
suchung der Nenner in jener Lösung. — Die Beziehung der Z&hler in der 
Losung zu ihrem gemeinsamen Nenner 0(a, 6, c). — Die Fundamentaleigen- 
Schäften der Funktion S(a,h^c) — Beweis des Multiplikationstheoremes ftlr die 
Funktion 0(a, &, c). — Anderer Beweis desselben Theoremes. — Die Funktion 
0{a^b, c) ist mit der Determinante | a, &, c | identisch. 

§ 1. 

Durch die Auflösung der drei linearen Gleichungen 
f =^a x + b y + c + d =0 
(1) r^a!x+Vy + <fe + d'^0 

waren wir von selbst auf die Determinanten dritter Ordnung geführt 
worden^ weil sich x, y und e als Determinantenquotienten ergaben. 
Wir fanden dann die Grundeigenschaften dieser Gebilde im wesent- 
lichen durch eine direkte Ausrechnung; also auf einem Wege^ welcher 
uns bei dem Falle von n Gleichungen verschlossen ist Da sich aber 
bei der Auf losung der Gleichungen (1) x, y imd e ab Quotienten Yon 
Determinanten ergaben, so müssen wir die charakteristischen Eigen- 
schaften der Determinaten finden, wenn wir die Lösung jener drei 
Gleichungen betrachten. 

Für den allgemeinen Fall von n Gleichungen mit n Unbekannten, 
wo uns die direkte Methode der Ausrechnung nicht mehr zu Gebote 
steht, ist es nun von grolBer Wichtigkeit, die vorher gefundenen 
Eigenschaften der Lösung direkt aus der Natur der Aufgabe, nicht 
aus der von uns befolgten Methode der Auflösung zu erschlieisen, und 
wir wollen diese Untersuchungen deshalb schon hier durchführen, weil 
sie mit denen für den allgemeinen Fall im wesentlichen identisch sind, 
hier aber leicht auf rechnendem Wege verifiziert werden können. 

Wir wollen daher über die Lösung der Gleichungen (1) nur 
den folgenden Satz voraussetzen, welcher sich schon aus den elemen- 
taren Betrachtungen des § 1 der vorigen Vorlesung, nämlich aus der 
Buccessiven Elimination von und von y aus (1) unmittelbar ergibt; 

8* 
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Sind die zwölf Koeffizienten (a, b, c, d) der linearen 
Qleichmigen (1) unbestimmte GfrolBen, so besitzen diese 
mindestens eine Ldsnng, in welcher x, y und g rationale Funk- 
tionen jener Koeffizienten sind. 

Oder was dasselbe ist: 

Es gibt drei rationale Funktionen von (a, h, c, d, , , .), 
welche &ir x, y, e ia die Gleichungen (1) eingesetzt, diese 
identisch befriedigen. 

Um uns aber Yon den yorher durchgef&hrten Betrachtungen über 
die Determinanten zweiter Ordnung unabhängig zu machen, wollen 
wir weiter in unsere Voraussetzungen aufnehmen, dals auch zwei 
lineare Gleichungen mit zwei unbekannten mindestens eine und zwar 
eine rationale Lösung besitzen, sobald ihre Koeffizienten unbestimmt 
sind, und wir wollen jetzt aus diesen £ELst selbstverständlichen Sätzen 
alle Eigenschaften der Lösung yon (1) allein durch sorgfaltige Unter- 
suchung jener Gleichungen herleiten. 

§2. 
Wir machen also die Voraussetzung, dals jedes System 
f =:^a x + b y + c + d =0 

(1) f^a'x + b'y + (f0 + d'^O 
f^ d^x + V'y + c"0 + d"= 

mit unbestimmten Koeffizienten mindestens eine Lösung besitzt, und 
beweisen zunächst, dals diese Gleichungen nur eine Lösung haben, d. h. 
dals Xy yy z durch sie eindeutig bestimmt sind, um dies zuerst fOr 
X zu beweisen, betrachten wir an Stelle des Systemes (1) die eine ab- 
geleitete Gleichung 

(2) F=P/--f P7'-f /-"»O, 

welche offenbar durch jede Lösung von (1) befriedigt wird, und be- 
stimmen die noch willkürlichen Grölsen P und P' so, dals die Koeffi- 
zienten von y und jet verschwinden, d. h. so, dals die beiden Bedingungs- 
gleichungen 
, . P6 + P'6' + 6"-0 

erfüllt sind. Da die sechs Koeffizienten dieser beiden Gleichungen un- 
bestimmte Grölsen sind, so besitzen sie nach unserer allgemeinen Vor- 
aussetzung mindestens eine Lösung, und P und P' hängen allein 
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und zwar rational Yon den Koeffizienten ( ' J .,V nicht aber von 

df d' nnd d" ab. Es sei nun (P, P') eine Lösung der beiden Qlei- 
chungen (2a); so mufs x auoh notwendig die abgeleitete Qleichung 

F= (Pa + rd + cl')x + (Pd + P'd' + d'O = 

in (2) befriedigen, und da der Koeffizient von x fClr unbestimmte (a, d^ a") 
nioht identisch verschwindet; so erhält man f&r x den einen Wert 

es gibt somit in der Tat nur einen einzigen Wert f&r x. Ghmz ebenso 
lalst sich beweisen, dals unter der gemachten Voraussetzung auch y 
und z eindeutig bestimmt sind. 

Nimmt man nun noch die zweite im yorigen Abschnitte gemachte 
Voraussetzung hinzu, so kann man den Satz aussprechen: 

unter der Voraussetzung, dals jedes System (1) yon zwei 
oder drei linearen Qleichungen mit unbestimmten Koeffizienten 
überhaupt rationale Lösungen besitzt, hat sich ergeben, dals 
ein solches System eine und nur eine Lösung hat, und dals 
diese eine rationale Funktion der Qleichungskoeffizienten ist. 

Bei diesem Beweise war nur yorausgesetzt worden, dals die neun 

ia, b, c \ 
Koeffizienten a', b\ d 1 unbestimmte sind, während die konstanten 

U", 6", eV 
Qlieder d, d', d" auch beliebige spezielle Zahlwerte haben können. 
Wir können daher auch den für die Folge wichtigen Satz aussprechen: 

Durch drei lineare Gleichungen, in denen die Koeffizienten 
der drei ünbekaunten unbestimmte sind, während ihre kon- 
stanten Glieder d, d\ d*^ beliebige Zahlwerte haben können, 
sind die Werte der unbekannten eindeutig bestimmt. 

Sind speziell d^d'==d"^0, betrachtet man also die drei homo- 
genen linearen Gleichungen 

a X + b y + c 0=^0 
a! x + V y + c' e-=^0 

so besitzen diese nach dem soeben bewiesenen Satze für unbestimmte 
(a, 6, c) die Lösung (x =^0, y » 0, £r » 0) und keine andere. 

Die einzige Lösung der drei Gleichungen (1) besitzt hiemach die 
folgende Form 
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W ^^e,(a,6,c,d)' y""e,(a,6,c,d)' ^ ~ e,(a, 6, c, d)' 

WO die Zahler und Nenner ganze ganzzahlige Funktionen der zwölf 
Qleichnngskoeffizienten sind und nicht identisch verschwinden; der 
EinÜEkchheit wegen sollen immer nnr die vier ersten Buchstaben an- 
gegeben werden. Wir wollen nun untersuchen, welche Eigenschaften 
diese sechs ganzen Funktionen haben müssen, welche als Zahler und 
Nenner der Lösung auftreten. 

EUer soll aber von vornherein vorausgesetzt werden, dals jene 
Brüche in der sogenannten reduzierten Form hingeschrieben sind, dals 
nämlich etwaige gemeinsame Faktoren von Zähler und Nenner jener 
drei Brüche bereits durch Heben beseitigt sind. So hatte sich ja z. B. 
im § 1 der vorigen Vorlesung ergeben, dals bei der dort charakterisierten 
Auf lösungsmetiiode Zähler und Nenner von x und y den gemeinsamen 
Faktor c enÜiielten, welcher erst durch Heben beseitigt werden mufste, 
um die reduzierte Form zu erhalten. Ahnlich könnte es geschehen, 
dats Zähler und Nenner entweder eine Zahl oder eine ganze Funktion 
der Qleichungskoeffizienten als gemeinsamen Teiler enÜialten. In einer 
späteren Vorlesung wird ein Verfahren angegeben werden, durch das 
man den grölsten gemeinsamen Teiler von zwei solchen ganzen Funk- 
tionen bestimmen und diese in ihre unzerlegbaren oder Primfaktoren 
dekomponieren kann; wir wollen dieses Verfahren schon hier als bekannt 
voraussetzen, und denken uns mit Hilfe desselben jene drei Brüche 
von vornherein in ihrer reduzierten Form gegeben. 

Wir wollen nun zunächst die unbekannten x, y, sis Funktionen 
von {d, d\ (2") allein betrachten und allein aus der Betrachtung der 
Qleichungen (1) beweisen, dats x, y, z homogene lineare Funktionen von 
dy d', d" sind. Diese Tatsache folgt auch aus der Qleichung (2b) und 
den entsprechenden für y und 0, sie soll aber jetzt noch einmal aus 
der Natur der linearen Gleichungen erschlossen werden. 

Bezeichnet man mit 

die drei ebenfalls eindeutig bestimmten Lösungen der ein£EMshen 
Gleichungssysteme 

aXj + fcyi + CÄfi + d — O, a x^ + h y^ + c s^ =»0 
«* ^ + 6^ »1+ ^ ^1 =-0, a' a:, + 6' y, + c' £r, + d' = 
a'% + Wy^+d'z^ =0, a'%+Wy^ + e'z^ =0 



(6) 


a'li+ft'i?, 


+ c'& 


= 




a"li+fe"% + c"& 


= 


Dann ist offenbar 








«,= 


= li+l., 


yi= 


Setzt 


man also 








«1 = 


•9(.d), 


yi= 


also auch 


'9(.d, + d,] 


1, = 
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und nennt man (x, y, e) wie yorher die Lösung der allgemeinen 
Gleichungen (1)^ so erhalt man sofort die Qleiohnngen 

tX/ — iCf "7" tCm "7" üD» 

(6) y^Vi + Vi + y» 

« = «1 + «g + «,. 

Jede der Unbekannten stellt sich also als Summe von drei Fonk- 
tionen von je einer der drei Gh-öüsen d, d', d" allein dar. Um nun 
zu erkennen, wie jene Funktionen Ton ihren Ai^omenten abhangen, 
zerlegen wir z. B. «2 in zwei Sammanden d^ ond d^ and betrachten die 
Lösangen der beiden Gleichangssysteme 

aii + h fii+e ii + di~0 a |,+ 6 ij,+ c g,+ «i, = 

a'%+V'f3,+ d% =0. 

%+%» «!=& + &• 

= ^fd), "i-xid), 

I.-9W, %-^W, S.=z(d,), 

80 hat jede dieser Funktionen die Eigenschaft, dals z. B. 

isi B[ieraas folgt speziell, daJb 

d, d, 

also unabhängig von d^ ist. Dasselbe gilt also auch fdr ein unendlich 
kleines d^ Yon dem Differentialquotienten Ton q>(d^), d. k es ist 

wo C eine yon d, d\ d" unabhängige Gfrolse bedeutet, welche also 
nur Yon den neun Koeffizienten (a, b, c, a', V, c^, . . .) abhangt 

Da nun fdr jede der beiden Funktionen x^ und x^ Ähnliches be- 
wiesen werden kann, so folgt aus der Gleichung (5) 

(7) X = «(d, d', d") = Cd + Cd' + Cd", 

wo C, C, C" nur noch von den neun Koeffizienten (a, b, c) abhangen. 
Ganz dasselbe gilt offenbar auch yon y und tf. 
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In den AuBclrücken (3) &ür x, y, sind also die drei Nenner ritmt- 
lich von df d', d" nnabliangig, wahrend die Zahler homogene lineare 
Funktionen dieser drei Gfrölsen sind. Wir können die Gleichungen (3) 
jetzt also folgendermalsen schreiben 

^ ^,(a,ft,c,d) dC+d'C'+d"C" 

.^. _ ^,(a, ft, c, d) _ dD + d'D' + d"D" 

^,(a, ft, c, d) dE+d'E'+d"E" 
^^ e,(a,6,c) ^ e, 

wo die C, D, E nnd B ganze Funktionen der neun Gfröfisen (a, b, c) 
allein sind. 



§3. 

Es soll nun der grundlegende Nachweis geführt werden, dals bei 
der soeben gefundenen Darstellung der Losung unseres Qleichungs- 
systemes 

(1) f^'ax + by + cz + d^O, 

wo jetzt der Kürze wegen jedesmal nur die erste Qleichung hin- 
geschrieben werden soll, d. h. bei der Darstellung 

na\ „^ ^i(a, ^, c^<0 , ^,(a, 5, c, d) ^, (a, ft,c, d) 

die drei Nenner identisch sind; zu diesem Zwecke wollen wir zeigen, 
dals jeder dieser Nenner durch jeden anderen teilbar isi Es genügt 
hier nachzuweisen, dais z. B. der zweite Nenner S^ den ersten B^ als 
Faktor enthalt, da die Beweise für die anderen Nenner ganz ent- 
sprechend geführt werden können. 

um dies zu zeigen, führen wir an Stelle von (x, y, g) die neuen 
Unbekannten (af, t/, /) durch die Gleichungen 

(2) x^af, y^ff + tüi, z^fl 

ein, wo t eine unbestimmte Grölse bedeutet; dann ist umgekehrt 

(2a) a/ = a?, ff ^y — tXy jer* = 5, 

und {pdf ify il) sind durch die neuen Gleichungen bestimmt 

(3) f^^{a + h()a! +hff + ci/ + d^O. 
Setzt man also zur Abkürzung 

(3a) a + ht^a^y a' + Vt^a\, a" + V't^a';, 

so werden (a/, y', /) durch die Gleichungen 
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(hsf+b ^ +C tf +d =0 
(3b) a[af+by +(^s^ +d'=0 

ebeoiMb eindentig bestimmt, und zwar wird nach (la) 

WO nur die dort auftretenden Koeffizienten a, a!, a" durch die neuen 
Ol, a[y o'/ ersetzt sind. 

Da nun y^^=^y ^tx ist, so muis fClr ein unbestimmtes t die 
Identität bestehen 

W e.(a,) e.(a) e,(a)' 

wo der Einfachheit wegen die Argumente 6, c, d in der Bezeichnung 
fortgelassen sind. 

In dieser Identität bringen wir die rechte Seite auf gleichen 
Nenner. Es sei T der grölste gemeinsame Teiler der beiden Nenner, 
so dals also 
(6) e^^TV^ und ©,= ry, 

ist, und V^ und V^ keinen gemeinsamen Faktor mehr besitzen. Dann 
kann die Qleichung (5) folgendermaXsen geschrieben werden 

^^ ö,(«i) ^9^1 y. 

wo die Funktionen, welche auf der rechten Seite im Zähler und 

Nenner stehen, t gar nicht enthalten. 

Man kann nun zeigen, dals der Bruch auf der rechten Seite in 
seiner reduzierten Form erscheint, d. h. dals Zähler und Nenner keinen 
gemeinsamen Teiler haben können, der sich fortheben würde. Da 
nämlich der Nenner t gar nicht enthält, so mtUste jener Teiler in jedem 
der beiden Tenne des Zählers enthalten sein, d. h. es mtUsten die 
drei Produkte 
(8) (T^i^,, «,!Pi, y,«,) 

einen und denselben Faktor besitzen. Nun hat aber keines der f&nf 
Paare yon Funktionen 

(<», T), (<»„ T) 

einen Teiler; die beiden ersten und die beiden zweiten Paare haben 
keinen Teiler, weil ^ =» ^m ^^^ ^ *" ry^ ^"*^^ ^®^ Voraussetzung 
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in der reduzierten Form gegeben sind, das letzte Paar, weil V^ und 9^ 
die Yon dem gemeinsamen Divisor T befreiten Teile yon S^ nnd B^ sind. 

Angenommen nun, es existierte ein selbst nicht weiter zerlegbarer 
Teiler P der drei Produkte (8), so mtUbte er auch ia TV^^ V^, also in 
einer der Funktionen V^, V^ oder in T enthalten sein. Wäre aber P 
z. B. in Vi enthalten, so müiste er femer in dem Produkte 9^ V^ Tor- 
kommen, und das ist nicht möglich, weil V^ weder mit 9^ noch mit 
Vf einen gemeinsamen Teiler hat Gtanz dasselbe gilt, wenn P ein 
Faktor yon V^ wäre. In T kann endlich jener Teiler auch nicht 
enthalten sein, denn da T zu ^^ und 9^ relativ prim ist, so müiste 
jener Teiler zugleich in V^ und W^ enthalten sein, und das streitet 
mit der Voraussetzung, dals V^ und V^ relativ prim zueinander sind. 

Damit ist also bewiesen, dafs der Bruch auf der rechten Seite von (7) 
in der Tat in der reduzierten Form erscheint. Da aber nach (5) der 

Bruch ^fl jenem reduzierten Bruche identisch gleich ist, so folgt> 

dals sein Zäiler und Nenner sich von den entsprechenden Ausdrücken auf 
der rechten Seite von (7) nur durch einen gemeinsamen Faktor unter- 
scheiden können, der sich dann eben forthebi Es ist also der Nenner 
^iifh) ^^ ersten Bruches für einen unbestimmten Wert von t durch 
den Nenner TV^V^ der rechten Seite, also a fortiori durch TV^^^ ^i(fl) 
teilbar, d. h. es ist für ein variables t 

wo G eine ganze ganzzahlige Funktion von (a, b, c, t) bedeutet. 

B[ieraus ergabt sich speziell fClr t^O, weil da a^^^a, <i{^(iy ^[^^nP 

^^^' ö,(a, 6, c) = öi(a, 6, c) • (?(a, 6, c, 0). 

Es ist also &2 durch S^ teilbar. Da man nun ganz ebenso zeigen 
kann, dals 9| auch B^ enthalt, so folgt, dals B^ sich von B^ höchstens 
durch das Vorzeichen unterscheiden kann, da jeder Teiler der einen 
Funktion (auch die Zahlenteiler) in der anderen enthalten ist Wir 
können und wollen nun das Vorzeichen von B^ so bestimmen, dab 
jene beiden Nenner einander gleich sind; und da auch für ^3 ganz 
dasselbe gilt, so ist dann in der Tat 

©,(a, 6, c) = ö,(a, 6, c) = ©j(a, 6, c). 
Setzen wir also diesen gemeinsamen Nenner gleich 9(a, 6, c), so erhält 
man jetzt fdr x, y, % die folgende Darstellung 

wo 0^, 0|, <&8 in (d, d\ d*^) sämtlich homogen und linear sind, während 
der gemeinsame Nenner von (d, d', d") unabhängig ist 
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§4. 

Wir wollen endlich nntersnchen^ in welcher Beziehung die Zähler 
der Yorher gefundenen Lösung 

,^x ^^(a, 6, c, d) ^ ^,(a, 6,c, d) ^,(a, ft, c, d) 

W ^— e(a, 6,c) ' ^"~ e(a, 6, c) ' ^ "" «(a, 6, c) 

des Gleichungssystemes 

(la) ax + by + c0 + d='O 

zu ihrem gemeinsamen Nenner stehen. Auch hier ersetzen wir die 
XJnhekannten (x, y, e) durch neue {a!j y\ sl) yermittelst der Gleichungen 

(2) ^ = i, y=^, ^=^ 



1 y* «* 



Dieselben sind dann die ebenfalls eindeutig bestimmten Losungen des 

Gleichungssystemes 

(2 a) ds! + hy' + cxr' + a = 0, 

welches man aus (la) erhält, indem man dort {Xy y, e) durch ihre 
Ausdrücke in (x', y\ e*) ersetzt und alsdann mit dem gemeinsamen 
Nenner x* multipliziert. 

Dieses Gleichungssystem geht aber offenbar aus dem gegebenen 
in (la) durch Vertauschung der Koeffizienten (a, a!, a") und (d, d\ d") 
hervor. Durch dieselbe Vertauschung wird man demnach die Werte 
von {piy j/, ff) aus den in (1) gefundenen von (a?, y, $) erhalten. 

Es ist also 
/OM ^>_ ^i(d, ft,c, g) ,/_ ^,((1, ft, c, g) » ^3(^,5, c,g) 

Da aber a/ = — ist, so ergabt sich durch Vergleichung von (2 b) mit 

(1) die Identität 

/QN ^^(d, 6, c, g) ^(g, ft, c) 

^"^^ e(d,6,c) ^*j(g,6,c,d)* 

Nun sind aber beide Ausdrücke nach der Voraussetzung in der 
reduzierten Form, denn sowohl in rr' als auch in x haben Zähler und 
Nenner keinen gemeinsamen Teiler. Es können sich somit in (3) die 
Zähler und auch die Nenner nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 
d. h. es muis sein 
(4) *,(a,6,c,d) = ±Ö(d,6,c). 

Der Zähler von x geht also, abgesehen von dem noch unbestimmt 
bleibenden Vorzeichen, dadurch aus dem Nenner hervor, dals man dort 
die Elemente (a, a', a") beziehlich ersetzt durch (d, d\ ä''). 
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Offenbar kann man denselben Beweis auoh f&r y und fObren; 
nur tritt da an Stelle yon (a, a!, a") das System (b, V, b") bezw. 
(c, dy d')y nnd man erbalt 

*,(a, 6, c, eO = ± ^(«; äj c) 

Demnacb erbalt man fOr die Lösung unseres Gleiobungssystemes 
nunmebr die Ausdrücke 

wo nur nocb die Vorzeicben zu bestimmen sind. 

Diese letzte Frage kann nun sebr einfiekcb durcb die folgende Be- 
tracbtung entscbieden werden, um das Vorzeicben von x zu bestimmen, 
betracbten wir die Gleicbungen, welcbe aus (1) beryorgeben, wenn wir 
die konstanten Qlieder (d, d\ d**) bezieblicb gleicb {a, cd, a") setzen, 
d. k die drei Qleiobungen 

ax+by+cz+a^O 

(6) a'x + b'y + c' + a! = O 

a"x + V'y + (f'0 + (J'^O. 

Auob diese Qleicbungen besitzen nacb dem zweiten Satze auf S. 117 für 
unbestimmte (a, b, e) eine und nur eine Lösung, und diese gebt dem- 
nacb aus der allgemeinen in Nr. (5) dadurcb berror, dals man dort die d 
durcb die a ersetzt; da der gemeinsame Nenner sieber yon Null yer- 
scbieden ist, so erscbeint diese Lösung nicbt etwa in der unbestimmten 
Form -y* Es muls also sein 

Nun erkennt man aber sofort, dals jene Qleicbungen (6) durcb das 
Wertsystem 

(7a) a:=--l, y = 0, ^-0 

befriedigt werden. In dem Ausdrucke fClr rr ist also das negatiye Vor- 
zeicben zu wäblen. Ghmz analog findet man dasselbe Resultat für y 
und fClr 0. Man erbalt also den folgenden wicbtigen Satz: 

unter der Voraussetzung, dals drei lineare Qleicbungen 
mit drei unbekannten fCLr unbestimmte Werte der Koeffi- 
zienten mindestens eine rationale Lösung baben, besitzen sie 
aucb nur eine, und diese muls notwendig die Form baben 
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/oN e(d,b ,c) ^^_Ö(a,A^) - ^(g , h, d) 

WO S(a, b, c) eine ganze ganzzahlige Funktion der nenn 
Elemente ( o'. &'. (/ | ist. Die Werte der unbekannten stellen 



/a, 0, c\ 
( a!, V, (f ) ifl 
Va", 6", (/'/ 



sich also dar als Quotienten einer und derselben Funktion S 
f&r yerschiedene Argumente. 



§5. 

Aus diesem Satze ergibt sich nun eine Reihe wichtiger Eigen- 
schaften der Funktion S. Zunächst kann diese Funktion keine Zahlen- 
fiiktoren besitzen, weil nach der Voraussetzung die oben in (8) ge- 
fundenen Brüche in der reduzierten Form gegeben sind, und entgegen- 
gesetzten Falles die Zähler dieselben Zahlenfekktoren haben müisten. 

Ferner war vorher bewiesen worden, dals die Zähler B(d, b, c), 
0(a, d, c)f S(a, by d) yon x, y, e sämtlich in Bezug auf (c2, d\ d") 
homogen und linear sind. Da nun diese drei Zähler aus dem gemein- 
samen Nenner S{a, b, c) dadurch hervorgehen, dals man beziehlich die 
Koeffizienten (a, a', a"), (&, &', b"), (c, c', ^') ersetzt durch (d, d\ d"), 
so folgt hieraus, dals der gemeinsame Nenner S(a, b, c) sowohl in Bezug 
auf die drei Koeffizienten a, als auch auf die b und die e eine homogene 
lineare Funktion ist. Man hat also den Satz: 

Die Funktion S(a, b, c) ist eine ganze ganzzahlige Funk- 
tion der neun Argumente 

(1) 



/a, 0, c\ 

( a\ b\ e 



ohne gemeinsame Zahlenfaktoren, welche in Bezug auf die 
Elemente einer jeden Kolonne des obigen Koef&zientensystemes 
homogen und linear ist. 

Da B eine ganze Funktion von den neun Elementen (a, &, c) ist, 
welche in Bezug auf die Elemente a, b und c homogen und linear ist^ 
so muis jedes ihrer Qlieder ein und nur ein Element aus einer jeden 
Kolonne von (1) enthalten, also aus lauter Termen von der Form abc 
zusammengesetzt sein. Man hat also als KoroUar den Satz: 

Die Funktion 9 ist in ihren Elementen (a, i, c) homogen 
und von der dritten Dimension. 
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Aus der Vergleichung der beiden Wertsysteme (7) und (7 a) des 
Yorigen Abschnittes, welche notwendig identisch sein müssen, kann man 
nnn noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Funktion herleiten. 
Vergleicht man nämlich die Werte Ton y nnd von s miteinander, so 
erhalt man, da B(a, h, c)^0 ist, die beiden Qleichungen 

(2) e(a, a, c) = 0, ö(a, 6, a) = 0, 

d. h. die Funktion O yerschwindet identisch, wenn die Elemente der 
zweiten oder der dritten Vertikalreihe denen der ersten gleich werden. 
Ghmz entsprechend kann man diesen Satz fOr je zwei Yertikalreihen 
beweisen; man erhalt also den Satz: 

Die Funktion S yerschwindet identisch, wenn die ent- 
sprechenden Elemente zweier Kolonnen einander gleich sind. 

Dieser Satz in Verbindung mit dem yorletzten liefert eine weitere 
charakteristische Eigenschaft der Funktion S. Ersetzt man nämlich 
in 9 die Elemente a, a!, a!* beziehlich durch a + a, a! + c^, a" -*■ a" 
und berücksichtigt, dab B linear und homogen in den Elementen der 
ersten Vertikalreihe ist, so ergabt sich 

e{a + a, 6, c) = B(a, 6, c) + B(a, 6, c), 

wo zur Abkürzung wieder jedesmal nur die erste Horizontalreihe der 
Elemente hingeschrieben ist; ersetzt man auf beiden Seiten dieser 
Gleichung die Elemente (b, V, b ') beziehlich wieder durch 

(&+/J, 6'+/j', 6"+n 

und berücksichtigt, dals B auch für die Elemente der zweiten Vertikal- 
reihe homogen und linear ist, so ergibt sich 

B{a + a,b + ß,c)^B(a,b, c)+B{a, 6, c) + B{a,ß, c)+B(a, ß, c). 

Setzen wir in dieser Identität (a, a', a ') beziehlich gleich (&, V, V) 
und (/}, /)', /)") gleich (a, a', a"), so geht sie über in 

B(a + 6, a + 6, c) = B(a, 6, c) + ö(6, 6, c) + B{a^ a, c) + ©(6, a, c\ 

oder wenn man diejenigen Funktionen B fortUist, in denen zwei Argu- 
mente, d. h. hier zwei Vertikalreihen einander gleich sind, 

ö(a, 6, c) + ö(6, a, c) = 
ö(a, 6, c) =3 — BQ>y a, c). 

Ghmz ebenso könnte man beweisen, dafs die Funktion B nur ihr 
Zeichen ändert, wenn man die Elemente irgend zweier Vertikabreihen 
yertauscht. Man erhält also den Satz: 
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Die Funktion B ändert nur ihr Zeichen bei der Ver- 
taoschung von zwei beliebigen Kolonnen. 
EQemach kann man die Lösnng unseres Gleichungssystemes in (8) 
des § 4 auoh folgendermaben schreiben 

/qx ^ _ 0(h, c, d) ^ _ , e(c, d, a) e(d, a, h) 

oder in Form einer Proportion 

(3a) a? : y : 5 : 1 = — 9(p, c, d) : 9(c, d, a) : - 0{d, a, h) : S(a, 6, c). 

Die beiden letzten f&r die Vertikalreihen des Eoef&zientensystemes 
Ton B bewiesenen Sätze gelten auch für seine Horizontalreihen. 

Wir gehen zum Beweise dieser wichtigen Tatsache wiederum aus 
▼on dem ursprünglichen Gleichungssysteme 

f^ax+hy+ce+d =0 
f'^a'x + Vy + tfg + d'^O 

and leiten aus ihm eine neue Gleichung ab 

(4) F-^pf + pf+py-^O, 

wo jetzt p, p\ p*' so bestimmt sein sollen, dals der Koeffizient Yon x 
gleich (— l)f die yon y und z gleich Null sind. Dann müssen p, p\ p" 
die drei Gleichungen befriedigen 

l>a+i>'a' + p"a"+l=0 
(4a) pi+p'V + p''W =0 

l>c +!>'(?' + i>'V =0; 

aus diesen drei Gleichungen bestimmen sich p, p\ |>" eindeutig, da ja 
ihr Koeffizientensystem lauter unbestimmte enthalt. 
Das hier auftretende Koeffizientensystem 

/a, a', a\ 

(5) 6, 6', 6" 

geht aus dem der ursprünglichen Gleichungen 

/a, 6, c\ 
(5a) (a', h\ e] 

Va", 6", c"/ 
offenbar dadurch hervor, dals man in ihm die Horizontalreihen mit den 
Vertikalreihen yertauscht; man nennt daher dasselbe das transponierte 



128 Achte Yorlesimg. 

System des ursprünglichen (vergl. S. 46 unten). Die Lösung jener 
drei Gleichungen kann dann folgendermalsen geschrieben werden 

wo der gemeinsame Nenner jetzt die Funktion S yon dem trans- 
ponierten Systeme (5) ist. 

Setzt man nun für (j^,p',p") die hier gefundenen Werte ein, so 
geht die Gleichung F»0 offenbar über in 

und man erhalt für x den folgenden Wert 

^^^ ^ e(a,a',a") 

Da aber vorher f&r x die Lösung gefunden war 

^ e(d, h, c) 

^^ e{a,h,cy 

und da diese die reduzierte Form hatte, so muls der Nenner des 
Bruches (7) durch B(a, b, c) teilbar sein, d. h. es besteht eine Identität 

S(a, a!, a") = S(a, b, c)'k(a, b, c), 

wo Je(a, b, c) eine ganze ganzzahlige Funktion yon a, b, c sein mufs. 
Vertauscht man aber hier nochmals die Horizontal- und Vertikalreihen 
miteinander, so ergibt sich 

S{a, 6, c) = ö(a, a', a") •*(«, a\ a"); 

und wenn man diesen Wert von 9(a, 6, c) aus der zweiten Gleichung in 
die erste einsetzt und mit der nicht verschwindenden Grölse &(a, a', al^ 
dividiert, so mufs sein 

*(a, 6, c).*(a, o', a")=l. 

EUeraus folgt, dafs Tc notwendig gleich ± 1 sein muls; denn da 
das Produkt jener beiden ganzen ganzzahligen Funktionen gleich eins 
sein soll, so mülste jeder Teiler von %, auch jeder Zahlenteiler, ein 
Teiler der Einheit sein. Also ist 

/a, a', a!\ /a, 6, c \ 

(8) B[b, V, V')^Belaf, V, d ), 

Vc, c', c"/ \a", V\ dO 

wo « = ± 1 ist 

Es ist leicht, die Bestimmung dieses Vorzeichens durch Aus- 
rechnung zu finden. Die folgende Überlegung zeigt aber ohne jede 
Rechnung, dals stets das positive Vorzeichen zu wählen ist. 
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Ersetzt man nämlioh in (8) das System (a,b, c) durch ein so- 
genanntes symmetrisches System 



in, B, E ), 
\F. E. C/ 



<F, E, C 

d. h. durch ein solches, dessen Horizontalreihen seinen entsprechenden 
Vertikalreihen gleich sind, so ist das transponierte System dem ur- 
sprünglichen gleich, und die Gleichung (8) geht über in 

sId, b, ei^ssId, b, e] 

\F, E, C/ VF, E, C) 

Es muls also c == + 1 sein, es sei denn, dats die Funktion % für jedes sym- 
metrische Elementensystem identisch yerschwindei Im nächsten Abschnitt 
(auf S. 133) werden wir aber zeigen, dals die Funktion % von Null yer- 
schieden sein muls, wenn man (a, &, c) gleich dem sogenannten Ein- 



/l, 0, (K 
(0, 1, o) 
\0, 0, 1/ 



heitssysteme I 0, 1, l setzt; und da dies offenbar symmetrisch ist, so 

Vo, 0, 1/ 

ist damit bewiesen, daCs ^(a, 6, c) =» 9(a, a', a") ist, und man hat 
den Satz: 

Die Funktion 9 bleibt ungeändert, wenn man in ihrem 
Elementensysteme die Zeilen mit den Kolonnen vertauscht 

Spricht man jetzt die vorher gefundenen Sätze für die Funktion 
^(a, a', a") aus, so gelten sie nach (8) auch für die ursprüngliche 
Funktion B(a^ ^> ^); da aber die Vertikalreihen des ersten Systemes die 
Horizontalreihen des letzten sind, so ergabt sich, dals alle vorher in 
Bezug auf die Kolonnen ihres Elementensystemes gefundenen Eigen- 
schaften der Funktion S wörtlich auch für die Zeilen desselben gelten. 
Bezeichnet man also wiederum eine Zeile oder eine Kolonne mit dem 
gemeinsamen Ausdruck „Beihe^^, so kann man das vollständige Besultat 
dieser Untersuchung folgendermalsen aussprechen: 

Die Funktion B ist eine ganze Funktion der neun Argu- 
mente ( a', &', d ), deren ganzzahlige Koeffizienten keinen 



/a, D, c\ 
Va", 6", cV 



gemeinsamen Zahlenfaktor haben; dieselbe ist homogen und 
linear in Bezug auf die Elemente einer jeden Reihe, und sie 
ändert nur ihr Vorzeichen, wenn zwei Parallelreihen mit- 
einander vertauscht werden. 

Kroneoker, DeUrmiiuknUn. 9 
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§6. 

Ebenso wie f&r die Determinanten zweiter Ordnung besteht anch 
für die hier untersuchte Funktion 9(a^ b, c), welche, wie gleich 
gezeigt werden wird, mit der Determinante dritter Ordnung | a, &, c | 
Yöllig identisch ist, ein sogenanntes Multiplikationstheorem, durch 
welches der Wert jener Funktion 9 f&r ein sogenanntes ^^komponiertes^ 
System angegeben wird. Zunächst soll auch bei den Systemen yon neun 
Elementen der Begriff der Komposition kurz erörtert werden. 

Sind zwei Systeme yon je neun Elementen 

a', a\ /a, 6, 



ß, (f, fi^ und ia\ y, d) 



gegeben, so wollen wir auch hier das System betrachten, dessen Ele- 
mente entstehen, wenn man die Elemente je einer Zeile yon (a, a', tl') 
mit den entsprechenden Elementen je einer Kolonne yon (a, &, c) mul- 
tipliziert und die Produkte addiert. Das so entstehende System wollen 
wir aus (a, a', o") und (a, h, c) (in dieser Reihenfolge) komponiert 
nennen und diese Bezeichnung durch die Gleichung 



(1) 



(ß. (f. ^" (a', 6', d) 
Vy, y\ y'y\a!\V\d^J 

Aßa + ffa!+fi^a!\ ßb + ß'V + ß''V\ ßc + ß'd + ß'^d') 
\ya + yV+y"a", y6 + y'6'+ y"6", yc + ^d+j^^dV 



ausdrücken. Wir werden sofort sehen, dals es allein diese Art yon 
Komposition ist, welche in den Anwendungen yorkommt, und deshalb 
soll sie allein im folgenden berücksichtigt werden. 

Zunächst soll aber noch eine Erweiterung des Begriffes der Kom- 
position gegeben werden, welche im folgenden yiel benützt wird. 
Komponiert man i^mlich genau in der oben angegebenen Weise das 
System (a, et', a'^) mit einer Matrix 

/a, b, c, d \ 
( a\ b\ d, d' 
\a", V\ d\ d"/ 

yon drei Zeilen and yier Kolonnen, so erhalt man ab Kompositions- 
resultat wiederum eine Matrix yon zwölf Elementen, und auch sie 
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wollen wir als das Resultat der Komposition des Systemes (a, cly cl^) 
mit der Matrix (a, 6, c^ d) betrachten, und diesen Zusammenhang wie 
in (1) durch die Oleichong 

ciy a\ /a, 6, c, d 



/«, er, a\ /a, ö, c, a \ 
Vy, y', yV Va'', 6", c", d"/ 



\ya + y'a'+/a", y6 + y'6'+y"6", yc+ZcZ+Z V', yd^y^d'^fd'') 

bezeichnen. Es mag gleich hier hervorgehoben werden, dals die Ele- 
mente einer nnd derselben Kolonne der Matrix (a, 6, Cy d) und der 
komponierten Matrix dieselben Elemente enthalten; so enthalt die erste 
Kolonne des komponierten Systemes nur ( a, a\ a"\ die zweite (b, V, V') u. s. w. 
Wir gehen nun ans Yon dem Oleichongssysteme 

f «a x + b y + c z + d =-0 

(3) r^dx+Vy + (fß + d'=^0 

dessen einzige Lösung f&r unbestimmte Koeffizienten (a, b, c, d) wir 
in der Form schreiben konnten 

Leiten wir nun aus diesem ein neues Oleichungssystem ab 

(4) r^ßf+p!f^ß''r^Q 

F^-yf + y^r + fr-^o, 

so ist leicht zu zeigen, dals unter unseren allgemeinen Voraussetzungen 
die beiden Oleichungssysteme (3) und (4) genau dieselbe Lösung be- 
sitzen, d. h. dals sie äquivalent sind, falls das Koeffizientensystem 
(a, a, fl/') aus lauter unbestimmten Konstanten besteht 

Betrachtet man nämlich in den Gleichungen (4^ zunächst (f, f, f^) 
als unbekannte, so besitzen sie nach dem KoroUare auf S. 117 unten 
die eine und nur die eine Lösung /*=0, /^==0, /^'«»O, d. h. jene 
beiden Oleichungssysteme (3) und (4) sind einander äquivalent. 

Löst man also die drei Gleichungen (JP=0, J?" — 0, J^^' — O) 
direkt nach Xy y, e auf, so können sich die so gefundenen Werte nur 
der Form nach von den in (3 a) angegebenen unterscheiden. 

0* 
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Ordnet man nun die linearen Oleichongen (4) nach den Un- 
bekannten Xj y, Zy 80 möge man erhalten 

F =^af+€if+tl'r=^A x + B y + C e + D =0 

(6) F'=^ßf+ ß'f'+ /JY" = ^' x + B'y+C0 + iy=^O 

F"= yf+ y^f + y7"= ^"a: + jB"y + C"0 + !>"= 0. 

Man erkennt dann ohne weiteres, dab das neue Eoeffizientensystem 
{Ay By C, D) dadurch aus dem alten (a, b, Cj d) hervorgeht, dals man 
es Yom mit dem Systeme (a, e/, a') komponiert; es besteht also 
die Gleichung 

/a, «', a"\ /a, 6, c, d \ /A^ B, C, D \ 
(6a) Iß, ß\ /J")(a', h\ (/, d' U(^', B\ C\ D' ); 

und aus der oben über die Komposition gemachten Bemerkung geht 
hervor, dals die Elemente {A, A\ A'^) nur (a, a', a") enthalten, aber 
von den Elementen (6, c, (2) unabhängig sind; das Entsprechende gilt 
von den übrigen Kolonnen der komponierten Matrix. Setzt man nun 
die aus (5) sich ergebenden Werte der Unbekannten 

mM ^ ^(^1 C, B) ^^_ , e{C,B,A) B(B,A,B) 

KP^) x^ B{A,B,C)' y-"^ e(A,B,C)' ^ "" e{A,B,0 

gleich den in (3a) gefundenen Ausdrücken, so kann das Resultat 
offenbar folgendermaßen geschrieben werden 

,ßK e{A,B,C) e(B, c, D) ^ e(C, d, a) ^ B{B,a,b) 

^^^ e(a, 6, c) "* e(6, c, d) e(c, d, a) e(d, a, h) ' 

Der gemeinsame Wert dieser vier Quotienten ist nun von den Elementen 
des Koefißzientensystemes (a, 6, e, d) völlig unabhängig; denn in dem 
ersten Quotient kommen die Elemente (ß, d\ d"), im zweiten (a, a\ a''), 
im dritten (6, &', 6") und im vierten endlich die Elemente (c, ^', c") 
gar nicht vor. Dieser Quotient hangt also nur von den neun Ele- 
menten (a, a', a") ab. 

Handelt es sich also darum, den Wert des ersten Bruches in (6) 
zu bestimmen, so kann man (a, 6, c) ganz beliebig spezialisieren. 
Es war nun {A, B, C) das Kompositionsresultat aus (a, a\ a'') und 
(a, hf c); es ist nämlich 

/«, «', a'\ /a, 6, c \ /^, S, C \ 

Vy, y', yV \a", 6", cV V^", £'', CV 

Wählen wir nun speziell 
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/o, b, e \ /l, 0, (X 

(7) la', h\ c' U(0, 1, 0), 

\a", h", e"/ \0, 0, 1/ 
Bo geht offenbar {Ä, B, C) über in 

/«, «', a"\/l, 0, (K /«, «', a"\ 

(/»,/»', /j" (o, 1, = hj, ß', r • 

Vy, y', y"/\0, 0, l/ Vy, y', y"/ 

Bezeiclmet man also das in (7) eingef&hrte ^Einheitssystem^ knrz 

0(a a* a''^ 

dnrcli jB, so wird jener Quotient gleich ' ' ^ und da dies nach 

dem vorangegangenen Beweise auch der Wert des Quotienten ^ \\ 
ist; so ergibt sich die wichtige Identität 

In dieser Gleichung sind nun nach der allgemeinen Voraussetzung 
B(a, bf e) und 0(a, a\ a") beide nicht identisch Null; folglich kann 
auch B{E) nicht identisch yerschwinden, sondern es ist notwendig 

/l, 0, Ox 
(9) «0, 1, ORO. 



/l, 0, Ox 

0, 1, ; 

Vo, 0, 1/ 



Multipliziert man also in (8) mit den Nennern herauf, so ergibt sich 

(10) B{A, B, C)0(E) = 0(a, a\ a")®K 6. c). 

Die rechte Seite dieser Identität enthalt keine Zahlenfisiktoren; dasselbe 
muls demnach auch von der linken Seite und speziell Yon der ganzen 
Zahl 0(E) gelten; es muTs demnach S(E) = ± 1 sein. Welchen Yon 
diesen beiden Werten wir wählen , ist gleichgültig. Wir wollen stets 

(11) 0{E)=^+1 

ta\r\fkhn\tm 

Da das Argumentensystem (Ä, B, C) aus den beiden (a, a\ a") 
und (a, b, c) komponiert ist, so kann man nunmehr der Gleichung (10) 
die folgende Form geben 

K«; «'; «\ /^f ^f c \\ /a, a\ a\ /a, b, e \ 

/», /»', ß'){< h\ c' )=«(/», ß\ /J")ö(a', 6', c' ), 
y, y\ y^'/\a'\ V\ c"J ) \y, y\ yV \a^\ V\ eV 
d. h. die Funktion B eines komponierten Systemes ist gleich dem Pro- 
dukte der ^-Funktionen ihrer Komponenten. 

An dieser Stelle mag noch bemerkt werden, dals durch die Glei- 
chung (11) der auf S. 129 antizipierte Nachweis erbracht ist, dals B{E) 
notwendig von Null yerschieden ist. 
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§7. 

Den im Torigen Paragraphen hergeleiteten Mnlüplikationssatz fttr 
die Funktion B erhalt man auch, wenn man wieder, anstatt das Olei- 
chnngssystem 

(1) f^^ax + by + ce + d^'O 

durch ein äquivalentes zu ersetzen, die unbekannten (x, y, e) durch 
andere ersetzt, welche aus ihnen durch eine lineare Transformation 

x^X l + yi fi + v i 

(2) y = X'l + fi'i? + t;'g 

hervorgehen. Setzt man nämlich diese Werte für x, y^ b m die obigen 
Gleichungen ein und ordnet sie nach (|, i;, g), so erhält man ein 
neues Oleichungssystem 

9^ ^A l + B ri + C i + d —0 

(3) 9^'=^'| + B'ij + 0'f + d' = 
9^"= ^"1 + B^'ri + C'f + d"= 0, 

in welchem die konstanten Glieder wieder (d, d\ d") sind, während 
das Eoefiftzientensystem {Ay B, C) von (|, rj, (), wie man sofort er- 
kennt, aus dem Eoefßzientensysteme (a, b, e) von (x, y, sf) dadurch hervor- 
geht, dals man dieses hinten mit dem Substitutionssysteme (A, fi, v) 
komponiert Es ist also 

/a, b, c \ /X, iiy V \ /A, B, C \ 

(4) {a\ b\c')(x\ ^', v')^(a\ B\ c). 
Va", 6", cV Vx", fi", t/V V^", B", CV 

Die Gleichungen (2) lehren wieder, dals der Lösung 

..V _ edb^c.d) ^._, 0(c,d,a) _ e(d, g, 5) 

W ^ e(a, 6,c)' ^"""^ ©(a, 6, c)' ^ e(a,b,c) 

fftr unbestimmte Werte der Substitutionskoeffizienten (X, ft, t/) ein und 
nur ein Wertsystem (i, rj, () entspricht Löst man nun das Gleichungs- 
system (3) direkt auf, so können die Werte 

fa\ ^ ^(^. c, d) BJC, d, Ä) ^ e(d, Ä, B) 

W «= B(A,B,C)' ^^B{A,B,C)' ^^ B{A,B,C) 

nicht identisch Null sein, weil sonst dasselbe ftlr jedes spezielle Sub- 
stitutionssystem (A, jii, t/), also auch ftlr (A, jii, v) « {E) der Fall sein 
mülste; und das kann nicht sein, weil dann einfach (a;»|, y^ij, iV-**S) 
wird. Anderseits hängen aber die Lösungen (5) und (6) durch die 
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Oleichnngen (2) zusammen. Setzt man also diese Werte speziell in die 
erste jener Oleichnngen ein, so folgt 

Da aber der links stehende Bruch in der reduzierten Form erscheint^ 
so muls der Nenner des auf der rechten Seite stehenden Bruches durch 
den linken Nenner teilbar sein; femer ist die Funktion 0{^a, b, e) 
in Bezug auf (a, b, c) homogen und Yon der dritten Dimension, und 
dasselbe gilt von 0(Ä, B, C), weil lauter Terme Ton der Form 
ABC enthalt; und jeder dieser Faktoren wieder in den (a, b, c) 

0(A Ä Q) 

homogen und linear ist. Bildet man also den Quotienten ^. ' , ' . t 

so ist derselbe ganz unabhängig von (a, b^ c)] berücksichtigt man also 
die Oleichung (4), so muls eine Gleichung Ton der Form bestehen 

wo Q eine noch zu bestimmende ganze ganzzaUige Funktion von 
{X, ft, v) isi um diese zu finden, wählen wir jetzt fOr (a, h, c) das 
Einheitssystem E, imd da offenbar wieder 

/l, 0, 0\ /X, fi, V \ /X, II, V \ 
(0, 1, 0){x; i.',v') = {x',(.',v') 
VO, 0, 1/Vx", ^",v"/ \X",fi",v"/ 

nnd B(E) => 1 ist, so geht unsere Gleichung über in 

e(X,^,v) = ff(A,^,v). 

Hieraus ergibt sich also die Identität 

0((a, 6, c)(X, /i, v)) = S{a, 6, c) • 0{X, ^, v), 

d. h. wiederum der Multiplikationssatz. 

Die hier gefundenen Eigenschaften der Funktion 

(a, 6, c \ 
a\ h\ c' ) 
a", 6", c"/ 

geben uns nun das Mittel, diese Funktion wirklich darzustellen und den 
Nachweis zu fOhren^ dals sie mit der Determinante | a, 6, c | übereinstimmt. 
Da nämlich S eine ganze ganzzahlige Funktion der neun Elemente 
des Systemes (a, b^x) ist, welche homogen und linear in den Elementen 
jeder Kolonne und jeder Zeile ist, so enthält jeder Term von B lauter 
yerschiedene Buchstaben und lauter yerschiedene obere Indizes; es 
muls B daher die folgende Form haben 
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B{a, h, c) = A^aVc" + A^he'a" + Ä^ca'h" 

wo die Koeffizienten Ai,...A^ noch za bestimmende ganze Zahlen 
sind. Da nun durch zweimalige Eolonnenvertaaschung die Gleichnng 
erhalten wird B{a,h, c) = 9(f>, c,a), 

BO erkennt man, daCs die rechte Seite von (8) bei cyklischer Ver- 
tauschong der Buchstaben (a^ h^ c) ong^Lndert bleiben mnlj9; und dies 
ist dann und nnr dann der Fall, wenn 

A^=^ A^=»A^ nnd Ä^=^ A^== A^^ 
wenn also 

©(a, 6, c) = Mab'e" + be'a" + ca'h") 

+ A^{a"b'c+b"e'a + e"a'b) 

ist. Und endlich folgt aas der Bedingung 

B(a,b,c) = -e{a,c,b), 

^ A A,= A 

sein mnls. Es ist also 

©(a, 6, c) = -4.|a, 6, c|, 

wo {a^ &y (;| die im § 2 der vorigen Vorlesung eingeführte Determinante 
bezeichnet, d. h. durch jene Bedingungen wird die Funktion S bis auf 
eine multiplikative Eonstante YÖllig bestimmt. Da S endlich keinen 
ganzzahligen Teiler haben soll, so muls ^ =» ± 1 sein. Wir wollen 
^ » + 1 annehmen. Offenbar fallt diese letzte Festsetzung mit der 
auf S. 133 aufgestellten Forderung zusammen, dals 

fly 0, On 
«(0, 1, 1 = 1 



/i, U, UN 

MO, 1, 0) = 
Vo, 0, 1/ 



sein soll; in dieser Form wollen wir diese letzte Bestimmung der Funk- 
tion B aussprechen. Dann ist also 

ö(a, 6, c)=.|a, 6, c|, 
und die Losung unserer Gleichungen (/*=0, /"'«O, f'^O) wird 
dann dieselbe, welche wir in der vorigen Vorlesung gefunden hatten, 
und von der wir uns durch einfache Substitution überzeugten, dals sie 
die vorgelegten Gleichungen wirklich befriedigt. Wir sehen hiemach, 
dals die von uns vorher eingeführte Voraussetzung berechtigt ist, dals 
jenes Oleichungssystem für unbestimmte (a, h, c, d) wirklich mindestens 
eine rationale Losung besitzt; und daher gelten alle über die Funk- 
tion B gefundenen Sätze auch wirklich für die Determinanten, mit 
denen sie vollkommen übereinstimmen, weil jene Satze nur aus jener 
einzigen soeben als richtig erwiesenen Voraussetzung abgeleitet waren. 
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§1. 

Der in der yorigen Yorlesong bewiesene Mnltiplikationssatz fOr 
die Determinanten dritter Ordnung, welche ja mit den Funktionen S 
absolut identisch sind, bietet auch hier ein Mittel zur systematischen 
Untersuchung der Systeme von neun Elementen, ihrer Zerlegung in 
Elementarsysteme und zu ihrer Einteilung in Klassen auf Orund Yon 
Äquiyalenzbedingungen. Wir können und wollen hier die in der vierten 
Vorlesung angegebenen Bezeichnungen und Resultate für diese Unter- 
suchungen gleich benützen. 

Betrachtet man zwei Systeme von neun Elementen 

/a, h, c \ /X, II, V \ 

(1) S = (a', 6', c'j und T= U', ^', t;' ), 

\a\ V\ cV \X\ ii", vV 

so soll wieder unter ST das aus 8 und T komponierte System yer- 
standen werden. In diesem symbolischen Produkte sind die Faktoren 
im allgemeinen nicht yertauschbar; dagegen zeigt man leicht z. B. durch 
wirkliche Ausrechnung, daCs auch hier bei den Kompositionen yon drei 
und mehr Systemen das sogenannte assoziative Gesetz gilt, dals nämlich 

(2) F= {ST) Cr= 8{T TT) = STV 

ist; und aus dem Multiplikationssatz ergibt sich, wenn man in (2) von 
den Systemen zu ihren Determinanten übergeht, die Gleichung 

(3) \y\^\ST\.\V\ = \S\\T\\V\. 
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Das einfachsie System ist dasjenige, welches schon auf 8. 129 be- 
nützt und dort als Einheitssystem bezeichnet wurde, nämlich das System 



(4) E 



/l, 0, On 
= 0, 1, 0). 

Vo, 0, 1/ 



Dasselbe hat mit der Zahl eins die charakteristische Eigenschaft ge- 
mein, dals jedes beliebige System durch die Komposition mit E nicht 
geändert wird, d. h. dafs 

(5) 8E=^ES=^S 

ist; man erkennt leicht, daCs durch diese Eigenschaft das Einheits- 
system eindeutig bestimmt ist. Seine Determinante ist gleich eins. 

Dem Einheitssysteme am nächsten stehen die sogenanntenDiagonal- 
systemCy d. h. diejenigen, welche auJserhalb der Diagonale lauter Nullen 
enthalten, welche also die Form 

<d, 0, 
(d) 



besitzen. 
Sind 



/a, u, UN 

(0, d', o) 

Vo, 0, d"/ 

/d, 0, Ox /e, 0, Ox 

(d)-(o, d', ), (c) = (0, e', ) 

\0, 0, d"/ \0, 0, «"/ 



zwei solche Dii^onalsysteme, so ist ihr Prodnkt 

rde, 0, 
(d)(e) = (e)(d) = (de). 



/ae, V, KJ \ 
( 0, d'e', , 
\ 0, 0, d"e"/ 



und hiersns folgt speziell 

(dr=(o- 

Wir wollen auch hier untersuchen, wie ein System S beschaffen 
sein muls, damit ein zu ihm „reziprokes'' System R existiert, d. h. ein 
solches, welches, mit 8 komponiert, das Einheitssystem ergibt Damit 
die Gleichung 
(6) RS^E 

überhaupt bestehen kann, ist notwendig, dals die Determinante \8\ 
Yon Null verschieden sei; denn geht man in (6) zu den Determinanten 
über, so folgt 

(6a) |i2||S| = l. 

Ist nun I iS I ^ 0, so existiert stets ein und nur ein zu /S reziprokes 

System. Ist nämlich 



§ 1. Theorie der Systeme von neun Elementen. 
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/Pf Pf P\ /»; 0, c \ 



80 ist die Fordenmg 



/PfPfP\f^f Oy c\ /l, U, U\ 

(2, 2', 2") a', 6', c'l- 0, 1, 
\r, r', rV Va", 6", c"/ Vo, 0, 1/ 
gleichbedeutend mit den folgenden drei Systemen Ton Bedingimga- 
gleiehnngen fftr die nenn unbekannten Elemente Yon R 

ap + ay+a'V'^l, aq + a'^ + a!'^'''0, ar + aV+aV=-0 

(7) 6p + 6y+6V' = 0, 62 + 6V+ &"«"==!, ftr + ftV + yV-O 

ci>+(/i/ + (/y=.0, c2 + (/2' + c'V' = 0, cr + df' + tf'f"^!. 

Nur das erste dieser Oleichungssjsteme braucht aufgelöst zu werden, 
da das zweite und dritte aus jenem hervorgeht, wenn man die Buch- 
staben (a, b, c) und zugleich {p, q, r) cyklisch vertauscht Nun ergibt 
sich aber aus den beiden letzten homogenen Gleichungen fOr p, p\ p" 
die Losung 



(?•) 



p^t 



b', b" 

c', c" 



• t 



b",b\ 

e", cV 



t 



6,6' 
e, c' 



wo t noch aus der ersten Gleichung zn bestimmen ist. Ersetzt man 
aber in ihr die Gbölsen p, p', p" dorch ihre Werte (7 a), so erMlt mau 

■'"'* c" c 



4( \^''^" 



+ o" 



:;!;i) 



1, 



und da der Koeffizient von t gleich der Determinante 2) » | a, &, o | 
von 8 ist, so ergibt sich t =» 



Damit sind (p,p',p") eindeutig bestimmt; und da die anderen 
liSsungen aus dieser durch cyklische Yertauschungen hervorgehen, so 
erhalt man die folgende Darstellung des zu 8 reziproken Systemes 



(8) 



R 



1 


6', 6" 


1 


b",b 


1 


6,6' 


D 


c', c" 


' D c", c 


' B 


c, c' 


1 


c\ c" 


1 


c", c 


1 


e, c' 


D 


a^a"* 


' D 


a",a 


' B 


a,a' 


1 


a',a" 


1 


a",a 


1 


a,a' 


B 


b',b" 


' B 


b",b 


' B 


b,b' 



Zu jedem Systeme 8 von nicht verschwindender Determinante existiert 
also ein und nur ein reziprokes System IL Seine Elemente sind 
samtlich Determinanten zweiter Ordnung, dividiert durch die ganze 
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/a, b, C \ 



Determinante; und zwar sind jene neun Zähler die sämtlichen neun 
Determinanten zweiter Ordnung^ welche man aus dem Eoeffizienten- 
systeme von ^ j 

durch ForÜassung je einer Zeile und einer Kolonne bilden kann. Man 
erhält allgemein den Zähler desjenigen Elementes von 12, welches in der 
i^^ Zeile und der W*^ Kolonne steht; dadurch^ daGs man in 5 die Ä;^ Zeile 
und die i^ Kolonne forÜäfst und aus den übrigbleibenden vier Elementen 
die Determinante zweiter Ordnung bildet. Durch diese Angabe sind die 
Elemente von jR bis auf ihre Vorzeichen gegeben, wir werden auch 
diese im allgemeinen Falle durch eine einfache Vorschrift bestimmen. 
Hier erhalt man eine leichtere vollständige Vorzeichenbestimmung 
durch die folgende Überlegung: Ersetzt man in denjenigen Gleichungen (7), 
deren rechte Seiten gleich eins sind, die neun unbekannten durch ihre 
Werte aus (8) und multipliziert dann mit dem gemeinsamen Nenner, 
so ergeben sich die Identitäten 



V, 6" 



(9) 



6', 6" 



+ a' 



+ 6' 



+ c' 



V\ b 



V\ b 



+ a" 



+ 6" 



+ c' 



b, b 

c, c 



a, a 
6, b 



= 2) 



D 



= 2). 



Es sind also die gesuchten Zähler der Elemente von R nichts anderes als 
die Entwickelungskoefßzienten von D nach den Elementen ihrer ersten, 
zweiten und dritten Horizontakeihe, oder, was dasselbe ist, jede dieser 
neun Determinanten ist der Koeffizient eines der Elemente in der Ent- 
wiokelung der Determinante D. Man nennt diese neun Determinanten 
zweiter Ordnung, welche man aus den Elementen der Determinante D 
bilden kann, TJnterdeterminanten von D, auch Subdetermi- 
nanten oder Partialdeterminanten. und speziell bezeichnet man 
den Koeffizienten eines bestimmten Elementes in der Entwicklung von D 
als die diesem Koeffizienten adjungierte ünterdeterminante 

oder seine Adjunkte. So ist 

mentes b, die Determinante ,' ,, 

0, 

bezeichnet diese Beziehungen kurz durch die Gleichungen 



z.B. 






die Adjunkte des Ele- 



die Adjunkte von c" u.s. w.; man 



a\ a' 



adj 6, 



6, 






adjc. 



§ 1. Die reziproken und die a^jongierten Systeme. 
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Dann kann man das zu S reziproke System auch folgendermalsen 

schreiben: 

a4ja' 



a4i a 

D ' 

a4j h 
a4ic 



D ' 
a4J6' 

a<y c' 



a4ia^^ 
D 

D 

a<yc" 



Abgesehen von dem gemeinsamen Nenner D sind also die Elemente der 
Horizontalreihen von jR die Adjnnkten der Elemente der entsprechen- 
den Yertikalreihen Yon 8. 

Aus der Nator der adjungierten TJnterdeterminanten ergibt sich 
aber noch eine andere Schreibweise derselben. FaCst man nämlich die 
Elemente von S als Variable anf^ so erhalt man offenbar durch partielle 
Differentiation der ersten Gleichung (9) nach (a, a\ a") 



Biija^ 



h\ b" 



dB 

da 



adja' = 



6", 6 



dB 



adja" = 



byV 



dB 



und entsprechende Gleichungen gelten für die anderen sechs Zahler. 

Hiemach ist |) = ^ . -^ - == — ^ — u. s. w., wenn ID den natürlichen 

Logarithmus von D bezeichnet; und da entsprechende Gleichungen für 
die übrigen Elemente Yon jR gelten, so erhalt man auch die folgende 
Darstellung des zu 8 reziproken Systemes 



(10) 



B = 



dlB 


dlD 


dlD ] 
Sa" 


dlB 
dh' 


dlD 

dh'' 


dh" 


dlD 


dlD 
SV' 


dlD 



Wir hatten das zu 8 reziproke System zunächst einseitig durch 
die Gleichung R8=^E definiert Es ist aber leicht zu zeigen, dals 
diese Systeme vertauschbar sind, und hierdurch erst wird der Name 
,,reziprokes System'' gerechtfertigt. 

Es sei nämlich Q das reziproke System zu ü, d. h. das System, 
fOr wdchea ^^_^ 

ist Komponiert man nun beide Seiten dieser Gleichung hinten mit 
dem Systeme 8, so erhalt man 

QR8^Q(^R8)^QE^E8^8', 
es ist also 
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Das reziproke System Q des reziproken Systemes E Ton 8 
ist also das ursprüngliche System 8» 
Oder das zu 8 reziproke System R ist mit 8 yertauschbar^ denn es ist 
(10a) R8^8R^E. 

Man kann demnach das reziproke System zu /S als das- 
jenige definieren, welches mit 8 in irgend einer Reihenfolge 
komponiert das Einheitssystem ergibt. 

Geht man in der Definitionsgleichung (10a) Ton R zu den Deter- 
minanten über, so ergibt sich 

Die Determinante des reziproken Systemes ist das Reziproke 
der Determinante des ursprünglichen Systemes. 

Sind P^ und Q^ die zu P und Q reziproken Systeme, so ist das 
zu PQ reziproke System gleich QiPi, denn es ist 

(ö.p,)(p«)=ft(p,p)e=«i-B«=-B, 

und das Entsprechende gilt für mehr als zwei Systeme. Man hat 
also den Satz: 

Das reziproke System zu einem aus zwei oder mehreren 

anderen komponierten Systeme entsteht durch Komposition 

der Reziproken in umgekehrter Reihenfolge. 

Dem reziproken Systeme sehr nahe steht das sogenannte adjungierte 
System .,,, ,„, .,,, ,■ ■, ,, .v /«j- «j;^f «j;^w\ 



(11) 



'adja, adja', adja 
adj6, adj6', adjfc» 
,adjc, adjc', adj«" 



\b',b"\, \b",b\, \b,b' 
\c',c"\, \c",c\, \c,c'\ 
\a',a"\, \a",a\, \a,a<\) 

welches direkt aus den adjungierten TJnterdeterminanten gebildet ist 
Dasselbe geht aus dem Reziproken dadurch hervor, daCs man jedes seiner 
Elemente mit der Determinante D multipliziert, oder, was offenbar 
dasselbe ist, indem man jenes System mit dem Diagonalsysteme 



iJ>) 



/!>, 0, Ov 

= (0, D, O) 

Vo, 0, D/ 



Tom oder hinten komponiert. Eb ist also 

(12) ^ = (D)B = B(D) 

die Gleichung, dorch die das reziproke und das adjungierte System 
zosammenhangen. Aas den heiden Gleichnngen 
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folgt, indem man die erste Yom, die letzte hinten mit dem Systeme (D) 
komponiert nnd (12) berücksichtigt 

(13) ^S = S^ = (2)). 

Das zn S adjnngierte System ist also dasjenige, welches, 
mit S in irgend einer Reihenfolge komponiert, das „zu 5 ge- 

^2), 0, On 
hörige'' Diagonalsystem (0, D, ) ergibt. 



0, D, 
VO, 0, D/ 



\K 


h"\, 


\K 


6|, 


|6, 


6'l 


\c', 


c"\, 


\c", 


''l, 


|c» 


'^'l 


\< 


«"1, 


\a", 


«1, 


1«, 


«'1 



Geht man in der Gleichung (13) zu den Determinanten über und 
beachtet, dals die Determinante des Diagonalsystemes (D) offenbar 
gleich D^ ist, so ergibt sich \Ä\.D=^ D^, oder 



= 2)« 



Diese merkwürdige Determinantenrelation ist zuerst Ton Lagrange ent- 
deckt worden. 

Da sich das reziproke System Yon dem adjungierten nur durch 
den Nenner D unterscheidet, so besteht auch für dieses der Satz: 

dals das adjungierte System eines Produktes mehrerer Systeme 
gleich dem Produkte aus den adjungierten Systemen der Fak- 
toren, aber in umgekehrter Reihenfolge, ist. 

Wir wollen endlich noch yersuchen, das adjungierte System zu A, 
d. h. dasjenige System Ä zu bestimmen, welches, mit Ä komponiert, 

/D», 0, 0' 
das zu Ä gehörige Diagonalsystem, also das System 
ergibt. Es muls also sein 



/D«, 0, Ov 
( 0, D», ) 

Vo, 0, i)v 



4^=.(D«) = (D)(2)). 



Komponiert man aber diese Gleichung hinten mit S und berück- 
sichtigt, daCs äS=^(I)) ist, so ergibt sich 

Z(D) = (i))S(Z)), 

oder wenn man aaf beiden Seiton hinten mit (D)~^=<> (j;) komponiert^ 

2 = (D;5=(Da, 2)6, De). 
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D. h. das adjungierte System des zu S adjungierten Systemes entsteht 
aus dem Systeme S dadurch , dals man jedes seiner Elemente mit der 
Determinante multipliziert. Also es ist 

(adj adj a, adj adj 6, adj adj c \ /Da, Db, De \ 
adj adj < adj adj 6', adj adj c' ) = { 2)a', Db\ De' V 
adj adj a", adj adj b", adj adj c V \Da"; Db", De"/ 

Jede TJnterdeterminante des Systemes (11) der Adjungierten ist also 
gleich der ganzen Determinante multipliziert mit einem Elemente der- 
selben. So ist z. B. 



adj adj a = 







c", c 




e, c' 




adj 6', adj 6" 
adjc', adjc" 


= 


a",a 
a",a 
b",b 


> 

y 


a,a^ 
b,b' 


= a 



6, 
6', 
b", 



Auf diesem Satze beruht die merkwürdige Tatsache, dals bei der 
ersten Auflosungsmethode der Gleichungen f=0, f = 0, f"=^0 in 
§ 1 der siebenten Vorlesung die Ausdrücke, welche sich für x und y 
ergaben, im Zähler und Nenner aulfier einer Determinante dritter 
Ordnung beide den überflüssigen Faktor c enthielten. 

Komponiert man ein System S r Male mit sich selbst, so soU das 
Resultat mit 8^ bezeichnet werden. Dann besteht fOr alle positiven 
ganzzahligen Exponenten r und t die Gleichung 

Diese Gleichung bleibt auch fOr negative oder verschwindende Werte 
der Exponenten bestehen, wenn man wieder 

setzt und das zu 8 reziproke System mit /S~^ bezeichnet; nur mnüi 
dann natürlich die Determinante von 8 als von Null verschieden vor- 
ausgesetzt werden. Dann ist nämlich (vergL die Ausführungen auf S. 46) 



wenn fi— -(fif-^ 

zu 8"". 

ra, b, 
Ist 5 



88^'- 
-'^- ist 



/a, 0, c \ 
Va", 6", cV 



^8''^E, 8^\8''=»E, 
Es ist also auch S^"* das reziproke System 

ein beliebig gegebenes System, so soll dai 



transponierte oder koiyugierte System stets durch 8 bezeichnet werden, 
so dafs also 
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ist. Ein System heiXist symmetrisch, wemi es seinem konjugierten 
gleich ist, d. h. wenn seine Horizontalreihen den entsprechenden 
Yertikalreihen gleich sind. 

Sind /S=:(a, b, c), r=»(a, «', a") zwei beliebige Systeme, so 
folgt ans der Oleichnng 



//«; ^f c \ /«, «', a\\ /a a + ß b + y c, ...\ 

(ST)- a', b\ c')lß, ß\ /J") U(«'a + /J'6 + /c,...) 
\\a", 6", c V Vy, y', yV/ \«"a + /J"6 + y"c, . . 7 

==(«', /l', /) 6, 6', 6M-TS 

der Satz: 

Ist ein System ans mehreren Faktoren zusammengesetzt, 
so ist das konjugierte System aus den konjugierten Faktoren, 
aber in umgekehrter Reihenfolge, zusammengesetzt. 
Ist 8 ein beliebiges System von nicht yerschwindender Deter- 
minante, S~^ das reziproke System, und geht man in der Gleichung 
S^^S^^E zu den konjugierten Systemen über, so folgt aus dem soeben 
bewiesenen Satze, da das Einheitssystem symmetrisch ist: 8{S'~^)=»E] 
da aber anderseits S{Sy~^^E ist, so folgt die Gleichung 

Ist also S ein beliebiges System von nicht yerschwindender Deter- 
minante, so ist das reziproke System zu seinem konjugierten gleich 
dem konjugierten System zu seinem reziproken; die beiden Übergauge 
zu dem konjugierten und zu dem reziproken Systeme sind also mit- 
einander yertauschbar. 

§2. 

Die hier betrachteten Systeme können ebenso wie diejenigen von 
der zweiten Ordnung in elementare dekomponiert werden, wenn man, 
was zunächst stets geschehen soll, ihre Determinante als yon Null 
yerschieden yoraussetzt. Jedoch werden wir hier, entsprechend dem 
jedesmaligen Zwecke der Untersuchung, zwei yerschiedene Arten yon 
Systemen als elementar ansehen und durch sie alle anderen darzustellen 
suchen 

Kronaoker, Detarminanton. 10 
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Für eine erste Art der Dekomposition wollen wir die folgenden 
Systeme 

A -1, (K A 0, -K /l, 1, (K /p, 0, (X 

(I)(l, 0, 0), (0, 1, 0); (0, 1, 0); 0, 1, o) 

M), 0, 1/ Vi, 0, 0/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

als elementare Systeme ansehen. 

Sie entsprechen vollkommen den bei den Systemen zweiter Ord- 
nung eingeführten Elementarsystemen, nur treten hier der Natur der 

Sache nach statt des einen Vertauschangssystemes L ' ^j deren zwei, 

nämlich die beiden ersten der Reihe (I) auf. Mit Ausnahme des zweiten 
Systemes dieser Reihe gehen alle anderen unmittelbar aus den ent- 
sprechenden früheren Elementarsystemen 

(rj> (J;l> (?:?) 


durch hintere B&ndenmg mit den Elementen hervor. Nun 

0, 0, 1 
ergibt sich aber aus der Eompositionsgleichung für zwei so geränderte 
Systeme 

(«, «', 0\ /a, 6, 0\ ma -|- a'a', ab + a'6', 0\ 
/J, /J', (a', 6', U(/Ja + /J'a', /J6 + /J'6', , 
0, 0, 1/ A 0, 1/ V , , 1/ 

dals das neue System genau ebenso gerändert ist, wie das ursprüngliche, 
und dals die vier übrigen Elemente durch Komposition der beiden Systeme 

\fi /i7 ^^^ \n} v) ^^^^^^^ Genau dasselbe gilt für zwei Systeme 
von der Form i 0, 1,0 j; auch hier besteht die analoge Eompositions- 



(0,1,0); 
V/J, 0, /J'/ 



gleichung 

/«, 0, a\ /a, 0, 6 \ /aa + a'a', 0, a/J + a'/J\ 
(la) (0,1,0 )(0, 1,0 ) = ( , 1, ). 

\/J, 0, /JV \a', 0, 6V V/Ja + /J'a', 0, /J6 + /J'6V 

Man erhalt demnach die Regeln für die Komposition dieser Elementar- 
systeme miteinander einfetch aus den entsprechenden für die Systeme 
zweiter Ordnung. 

Zunächst können zu den Systemen (I) sofort auch die beiden 
anderen 
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/l, t, Ox /l, 0, K 

(la) (0, 1, Ol und ( 0, 1, ) 

Vo, 0, 1/ ^p, 0, 1/ 

hinsiigenoinmeii werden. Fflr ein ganzzaUiges positiveB t folgt nSmlich 
mit BüdEsicht auf die soeben genuMshte Bemerkong unmittelbar 

A, t, On /i, 1, oy 

(2) 0, 1, -(0, 1, 0). 
^0, 0, 1/ VO, 0, 1/ 

Ffir jeden anderen reellen Wert von t kann jenes System Termittelst 
der schon frfiher für Systeme zweiter Ordnung bewiesenen Gleichung 

/l, t, Ox /<, 0, Ox /l, 1, Ox /-f, 0, 0] 

(3) 0, 1, Oj- 0, 1, O) 0, 1. O) 0, 1, 

Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ ^0, 0, 1/ \o; oi iJ 

darch drei Elementarsysteme dargestellt werden, während das zweite 
System (la) mit dem ersten durch die Gleichung 

/l, 0, t^ /O, -1, Ox /O, 0, -Ix A-1, Ox/1, t, Ox 
(0, 1, U 1, 0, 0, 1, 0(1, 0, (0, 1, 
Vo, 0, 1/ ^0, 0, 1/Vl, 0, 0/Vo, 0, 1/Vo, 0, 1/ 

(^*^ /O, -1, Ox /O, 0,-iv A-1, Ox 

1, 0, 0, 1, Ol, 0, 
^0, 0, 1/ Vi, 0,- 0/ Vo, 0, 1/ 



zusammenhangt. Hier bewirken die drei vorderen Elementarsysteme zn- 
sammengenommen eine Yertanschong der zweiten und dritten Zeile 
nebst Änderung aller Vorzeichen, die drei hinteren eine Yertauschung 
der beiden letzten Kolonnen nebst einer Zeichenanderung aller Elemente. 
Die beiden ersten Systeme der Reihe (I) werden Yertauschungs- 
systeme genannt, einmal weil sie aus dem Einheitssysteme durch 
Yertauschung der ersten mit der zweiten bezw. dritten Kolonne 
und darauffolgender ZeichemLnderung der letzteren herrorgehen, dann 
aber auch, weil, wie gleich gezeigt werden wird, eine vordere oder 
hintere Komposition mit ihnen nur eine Yertauschung zweier Zeilen 
oder Kolonnen nebst Änderung des Yorzeichens einer derselben herbei- 
föhrt Aus den Sätzen, welche f&r das entsprechende Yertauschungs- 

System i' o) ^ ^®^ Elemente hergeleitet wurden, ergeben sich 
f&r das erste Yertauschungssystem die Gleichungen 

10* 
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(4) 



(4.) 



(! 
(! 



-1, (K« ,-1, 0, (X 

0, 0)«( 0,-1, o) 

0, 1/ \ 0, 0, 1/ 

-1, (K» / 0, 1, (K /O, -1, (K-i 

0, 0)=(-l, 0, U(l, 0, 

0, 1/ V 0, 0, 1/ \0, 0, 1/ 

-1, (K* /l, 0, Os 

0, 0)= 0, 1, OU^; 

0, 1/ M), 0, 1/ 

-1, (K /a, 6, c \ /-a\ -h\ -c\ 

0, O) U', 6', c')-( a, 6, c ) 
0, 1/Va", V\ c"/ \ a", 6", c"/ 

. fti « \ A — 1> <\ /if — a> c \ 

, 6', c'l 1, 0, 0) = (6', -a', c'\ 

', b", e"/ Vo, 0, 1/ \6", - a", c'V 



Die entsprechenden Qleichnngen fBr das zweite Yertaiuchmigssystem 
unterscheiden sich von den hier fOr das erste gegebenen nur dadurch, 
dab die zweiten Parallelreihen mit den dritten rertauscht sind. Es 
ergibt sidi also zunächst unter Benutzung von (la) 

0, -V /-h 0, 

1, 

0, 



(5) 



A 0, -K» /-l, 0, (K 

(0, 1, 0)= 0, 1, 0) 

Vi, 0, 0/ \ 0, 0,-1/ 

A 0, -K» / 0, 0, K /O, 0,-U-^ 

(0, 1, 0)=( 0, 1, 0)- 0, 1, 0) 

Vi, 0, 0/ V-1, 0, 0/ Vi, 0, 0/ 

A 0, -K* 

(0, 1, 0)=^E, 

Vi, 0, 0/ 



und fOr die vordere bez. hintere Komposition mit diesem Elementar- 
systeme erhalt man die beiden Gleichungen 



(6a) 



/O, 0, -K/a, b, CK ,-a", -h", -c\ 

(O, 1, 0)(a', b', c' =( a\ b', e') 

Vi, 0, 0/Vo", b", c"/ V o, 6, c/ 

(o, 6, c \ A 0, — 1\ /c, 6, — a \ 

a', 6', c')(0, 1, 0)-(«', 6'. -a'). 

a", 6", c"/Vl, 0, 0/ Vc", b",-a"/ 
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Komponiert man die beiden Systeme (la) mit einem beliebigen anderen 
Systeme^ so geht das nene System aus dem alten dadurch hervor, daJb 
zu einer Reihe das <- fache einer Parallelreihe addiert wird, und 
zwar ist 

(1, t, (K /a, b, c \ /a + ta\ h+tVy c + tc\ 
0, 1, O) a',6', c')»( a' , 6' , c' ) 
0, 0, 1/ V,6",c"/ \ a" , 6" , c" / 

(a, 6, c \ /l, ^ (K /a, h + a ty c \ 
a', 6', c'jlO, 1, 0) = (a', V + a' t, c' ), 
a",6",c"/ Vo, 0, 1/ Va", 6"+a"<, cV 



(6) 



und die entsprechenden Qleichnngen bestehen für das zweite System (la), 
nnr dab an die Stelle der ersten und zweiten Zeile bezw. Kolonne 



A, t, CK 
(O, 1, 0) 

A,-i, <\ M), 0, 1/ 

(0, 1, 0); 

Vo, 0, 1/ 

Elementarsjsteme darstellbar. 

Komponiert man endlich ein System vom oder hinten mit einem 



die erste und dritte tritt Das reziproke System zu | 0, 1, } ist 

Vo, 0, 1/ 
nach (3) ist dasselbe also eben&Ils direkt durch die 



fp, 0, (K 
0, 1, , 
^0, 0, 1/ 



Elementarsysteme 10, 1, ), so entsteht das Kompositionsresultat aus 

Vc 

dem ursprünglichen Systeme dadurch, dals die erste Zeile oder die erste 
Kolonne mit p multipliziert wird. Femer ist das reziproke System 



w 



/p, 0, Os-i 
(O, 1, 0) - 
\0, 0, 1/ 



1 1 


0, 





0, 


1, 





10, 


0, 


1 



also anch ein Elementarsystem von derselben Art 

Nunmehr kann wiederum leicht gezeigt werden, da(s jedes System 

nicht yerschwindender Determinante in lauter Ele- 



I o', 6', c' ) mit nie 

Va", 6", cV 



mentarsysteme von der Form (I) dekomponiert werden kann. 

Wir können zu diesem Zwecke schon voraussetzen, daJb in dem 
betrachteten Systeme das erste Element a von Null verschieden ist, da 
dies entgegengesetzten Falles stets durch Komposition mit einem der 
beiden Yertauschungssysteme erreicht werden kann. 
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Wir wollen zuuchst ze^en, dals dieses System durch Komposition 



/o, 6, (K 
(«', 6', 0) 
Vo, 0, c"/ 



(8) 



1, 0, 

0, 1, 
10,0, 



(0,-1, Ovfl, 0, -]/0, 0,-l\ /o, 6, cv 
h 0, 1 (0, 1, 0)(a', b', e') 
0, 0, 1/ o' o' 1 ^1» 0, 0/ Va", 6", <;"/ 



1 ^ 
1, » 



0, 
10, 



1, 

0, 



(0, *, »x 
0, ., *)• 
a, 0, 0/ 



mit Elementarsystemenjaof die Form | a', h', I gebracht werden kum. 

Vo, 0, c"/ 
Die Richtigkeit dieser Behanptong folgt tmmittelbar ans der Qleichnng 

1, 0, 

0, 1, 
10, 0, 

1, 0, 

0, 1, 
10, 0, 

Die beiden letzten Kompositionen bringen nämlich die Elemente h 
und zum Verschwinden^ wahrend die yier vorderen a, a', a" durch 
0, 0, a ersetzen; die vier neuen durch Sterne bezeichneten Elemente sind 
rationale Funktionen der neun ursprünglichen, deren Nenner nur eine 
Potenz Ton a ist Komponiert man das so erhaltene System noch 
hinten mit dem zweiten Yertauschungssysteme, so tritt die erste Kolonne 
an die letzte Stelle, und man erhält ein in der oben angegebenen Art 
gebildetes System, welches nunmehr folgendermalsen bezeichnet sein 

"'^ /a, b, 

(9) 




In der yierten Vorlesung war nun gezeigt worden, wie man ein 
System Ton vier Elementen ( ] ^A durch Komposition mit Elementar- 
systemen zweiter Ordnung in ein Diagonalsystem r^' ^j transformieren 

kann. Rändert man nun alle dort auftretenden Systeme mit 0, 

0, 0, 1 
wodurch sie in Systeme dritter Ordnung übergehen, so erluLlt man 
unter Benutzung Ton (1) die Überführung des Systemes (9) in ein 
Diagonalsystem dritter Ordnung. Nimmt man nämlich a^O an, was 
eventuell durch Komposition mit dem ersten Vertauschungssysteme stets 
erreicht werden kann, so ergibt sich die folgende Dekomposition 



A-l, (K 
(l, 0,0) 

Vo, 0, 1/ 



1' T' 





0, 1, 





0, 0, 


1 




1,- 


-h 0] 


0, 

p. 


1, 
0, ij 



(P, 0, Ov 
0, q, 0), 
0, 0, r/ 



§ 8. Zerlegnag unea Systeme« in Elementarayateme enter Art. 151 

wo die Elemente p, q, r rationale Funktionen der orsprfinglichen neun 
Elemente sind, welche nur die Nenner a und a haben können, nnd 
auf deren Werte es nicht weiter ankommt. Zieht man diese Gleichung 
mit (8) zusammen, dann kann man das so sich ergebende Resultat 
foIgendermaCsen schreiben 

(0,-1, (K /O, 0,-K /l, i, (K /l, 0, K-| /a, 6, cx 
1, 0,0)0,1, (0, 1, 0)(0, 1, 0) (o', 6', c'l 
0, 0, 1/\1, 0, 0/\0, 0, l/\0, 0, 1/J ^a", 6",c"/ 

/0,-l, Ov A 0,-lx /l, t, (K /l, 0, «x-| /y, 0,0v 
(1, 0, 0)(0, 1, 0)(0, 1, 0, 1, U(0, g,0l 
\0, 0, l/Vl, 0, 0/\0, 0, l/Vo, 0, 1/-I VO, 0, r/ 



(10) 



WO jede der eckigen Elammem ein Produkt Ton Systemen bedeutet^ 
welches nur aus den beiden Yertanschnngssystemen nnd den in (la) 
angegebenen Systemen besteht. 

Endlich kann das Diagonalsystem anf der rechten Seite von (10) 
noch in Elementarsysteme von der Form (I) zerlegt werden; doch 



/p, 0, (K 
(0, 1, 0) 
Vo, 0, 1/ 



müssen hier auch die Systeme von der Form 10, 1, Ol notwendig 

Vo, 0, 1/ 

explicite hinzngenommen werden. Zunächst ist nämlich 

Cp, 0, Ov /p, 0, Ov /l, 0, Ov /l, 0, Ov 
0, 2, 0U(0, 1, 0(0, 2, 0)(0, 1, 0); 
0, 0, r/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, r/ 

das erste von diesen Systemen ist bereits elementar, das zweite nnd 
dritte kann durch vordere und hintere Komposition mit den Yer- 
tanschnngssystemen anf dieselbe Form gebracht werden; in der Tat ist 

/l, 0, Ov /O, -1, Ov /«, 0, Ov /O, -1, V 
(0, 2, 0)==(l, 0, 0)(0, 1, 0(1, 0, 0), 
Vo, 0, 1/ M), 0, 1/ Vo, 0, 1/ \0, 0, 1/ 

und die entsprechende Gleichung gilt f&r das dritte System. 
Bezeichnet man also jetzt ganz allgemein jedes System mit 

welches das Resultat der Komposition einer Anzahl der vier Elementar- 
systeme (I), d. L von 
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/O, -1, Ov A 0, -K /l, 1, (K /p, 0, (K 
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 0) 
\0, 0, 1/ Vi, 0, 0/ M), 0, 1/ \0, 0, 1/ 

igt, 80 sind die Systeme (Is) such unter diesen enthalten, und es ist 
zonSchst 



/y, 0, (K 
0, q, 0) = 
\0, 0, r/ 



[«]. 



Ferner kann die Hanptgleichxmg (10) dann in der Form geschrieben 
werden , 



/a, ö, c \ 
Va", 6", cV 



Diese Gleichung kann nun dadurch vereinfacht werden, dab man 
die beiden Systeme [(E]| und [S], von ihrer linken Seite auf die rechte 
bringt Zu diesem Zwecke komponieren wir auf beiden Seiten vom mit 
dem reziproken Systeme Ton [IS]^ und hinten mit dem reziproken von [S],. 
Dann bleibt links nur das ursprüngliche System stehen, rechts aber erhalt 
man wieder ein Eompositionsresultat Ton der Form [(£], weil ja die 
Beziproken zu [SJ^ und [S], aus den Beziproken der vier Elementar- 
systeme in umgekehrter Beihenfolge bestehen, und diese nach (3), (4), 
(6) und (7) ebenfalls aus Elementarsystemen zusammengesetzt sind. So 
ergibt sich abo zuletzt die Gleichung 

/a, 6, ex rA-1, (K A 0,-K /l, 1, (K /p, 0, (K- 
la\ V, c' = (1, 0, 0)(0, 1, 0)(0, 1, 0)(0, 1, 0) 

V, 6", cv LVo, 0, i/\i, 0, o/Vo, 0, i/Vo, o, lA 

und damit ist die am Anfange dieses Abschnittes aufgestellte Be- 
hauptung bewiesen. 

§3. 

Bei einer zweiten Art der Dekomposition sollen von den soeben 
betrachteten Systemen (I) nur die drei ersten als elementar angesehen 

/p, 0, (K 
werden, dagegen soll statt des vierten ( 0, 1, ) das folgende System 



/p, 0, (K 
(0, 1, o) 
\0, 0, 1/ 



t, 


0, 





0, 


1 

— > 

X 





0, 


0, 


1 



hinzugenommen werden. Jetzt sollen also die Tier Systeme 



§ 8. Die Elementanysteme zweiter Art. 
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(0,-1, (K A 0,-K /l, 1, (K 
1, 0, 0), (0, 1, 0); (O, 1, 0); 
0, 0, 1/ Vi, 0, 0/ M), 0, 1/ 



, 0, 0^ 

0, ^, 

.0, 0, IJ 

als elementare angesehen werden. Anch hier können die beiden Tor- 
her unier (la) aufgeführten Systeme 



(Ha) 



/l, t, (K A, 0, tK 

(0, 1, 0) und (O, 1, 0) 

Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 



hinzugezogen werden, denn ans der leicht verifizierbaren Eompositions- 
gleichung 



/ 


0, 





0, 


1 

— > 

X 





.0, 


0, 


1, 



(0, 1, o) 
Vo, 0, 1/ 



1 


0, 





0, 


«, 





lo, 


0, 


1 



(o, 1, 0) 
Vo, 0, 1/ 



folgt ja, dals fOr ein positives oder negatives ^ = ± «* das erste jener 
Systeme durch die elementaren und ( 0, 1, ) darstellbar ist; da 



(0, 1, 0) 
\0, 0, 1/ 



aber jenes letzte System nach der aus (4 b) auf S. 67 durch Randerung 
folgenden Gleichung 

/1,-1, (K A-l, (K'/l, 1, (K A-l, (X /l, 1, (K A-l, (K 
(O, 1, 0)= 1, 0, 0)(0,1,0 (1, 0,0 0,1,0) 1, 0,0) 

M), 0, 1/ Vo, 0, 1/ \o, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

seinerseits durch die Elementarsysteme darstellbar ist, so ist unsere 
Behauptung fBr das erste System (IIa) erwiesen. Für das zweite folgt 
ihre Richtigkeit ganz analog unter Benützung yon (1 a) auf S. 146. Auch 
die Beziproken zu diesen sechs Elementarsystemen können wieder durch 
elementare dargestellt werden; dies war für alle früheren bereits be- 
wiesen worden; für das neu eingeführte folgt dieselbe Tatsache aus der 
Gleichung 



T, 0, 

0, 4> 


—1 


i-, 0, 

0, T, 


,0, 0, 1 




[O, 0, ij 



Um nun die Darstellbarkeit eines Systemes durch diese Elementar- 
systeme (n) zu untersuchen, gehen wir aus Ton der yorher gefundenen 
Eompositionsgleichung (10) auf S. 161, wo auf der linken Seite in den 
eckigen Klammem bereits lauter Elementarsysteme auftreten. Schaffen 
wir diese Elementarsysteme wieder dadurch auf der linken Seite fort, 
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dab wir auf beiden Seiten mit ihren Beziproken Tom bezw. hinten 
komponieren, und berücksichtigen wir, dab auch die reziproken Systeme 
dnrch elementare darstellbar sind, so erhalten wir eine Gleichung 



(1) 



/o, 6, c \ _ /P» 0» Ov _ 
a', b', e') = {E){0, q, o){E), 
\i", b", e"/ Vo, 0, r/ 



wo jetzt zur AbkQrzimg mit E irgend ein aus den ElementarBjBtemen(II) 
komponiertes System verstanden werden solL Das Diagonalsystem rechts 
kann nun noch folgendermalsen dekomponiert werden: Es ist 



(p, 0, (K /pqr, 0, Ov 
0, q, 0U.( 0, 1, 
0, 0, r/ \ 0, 0, 1/ 



1 

— > 

0, 
10, 



0, 


1, 


qr, 
0, ij 


0, 
.0, 



0, 

1 

T' 

0, 



0\ 




Hier ist das zweite System rechts bereits elementar; das dritte ist 
wegen der Qleichnng 

0" 




1, 


0, 0' 


0, 


i-, 

r 


,0, 


0. r 



0, 

r 
0, 



A 0, -K »"' "' " A 0, -K» 
- 0, 1, 0) 0, ^, 0, 1, 
Vi, 0, 0/ 1 ^i> o> 0/ 



aus elementaren zusammengesetzt; nimmt man diese vier Systeme 
also in (1) zu dem hinteren Systeme (E) hinzu, so erhalt man die 
Gleichung 

/a, b, c \ _ /pqr, 0, (K _ 
(2) a', 6', c^]^{E)l 0, 1, 0)(E). 

Va", 6", cV V 0, 0, 1/ 



Geht man nun in dieser Gleichung Yon den Systemen zu ihren. 
Determinanten über und berücksichtigt dabei, dab die Determinanten 
der Tier Elementarsysteme (II), mithin auch die der beiden Systeme (E) 
gleich eins sind, so erMlt man die Gleichung 



(2a) 



|,gr=|a,6,c|=-A, 



d. L das Produkt pqr ist gleich der Determinante des zur Dekom- 
position Torgelegten Systemes; jene drei Grölsen p, q, r sind also für 
nicht yerschwindende Determinanten notwendig yon NuU yerschieden. 
Es sei nun die Determinante des yorgeleg^ten Systemes zunächst 
gleich eins, so ist pqr^ 1, d. h. in der Gleichung (2) ist das mittlere 
System das Einheitssystem und kann also fortgelassen werden, unter 
dieser Voraussetzung geht demnach die Gleichung (2) über in 



§ S. Zerlegnng eines Systemes in Elementanysteme zweiter Art. 156 



/o, h, e \ 
(«', b', c'Y 

\a", h", e"/ 



(n 



dk jedes System mit der Detenuinante eins, oder was dasselbe ist, 
jedes i^imimodiilare'' System ist in Elementarsysteme von der Form (II) 
dekomponierbar. 

Ist nun das System kein nnimodolares, d. L ist A eine yon eins 
Terschiedene nicbt yerschwindende Zahl, so ist jedes der beiden Systeme 



(1 

Ä' 


0, 





0, 


1, 





lo, 


0, 


1 



/a, h, e \ /o, b, e \ 

( a', h', e'] and ( o', b', e' ) 
\i", b", e"/ Va", 6", c"/ 



(1 


0, 





0, 


1, 





lo, 


0, 


1 



offenbar ein nnimodnlares; jedes dieser beiden Systeme kann abo in 
elementare dekomponiert werden. Komponiert man nun die beiden 
so sich ergebenden Gleichungen 



(E) 



(1 
Ä' 


0, 





0, 


1, 





lo, 


0, 


1 




Tom bezw. hinten mit dem Systeme 



(A): 



/A, 0, (K 
(0, 1, o), 
Vo, 0, 1/ 



80 ergeben sich die beiden f&r die Folge sehr wichtigen Gleichungen 
(8) ja', b', «'|-(A)(i?)=(^)(A). 



Vo", b", e"/ 



§4. 

Die im yorigen Abschnitte zuletzt durchgeführte Dekompodtion 
eines Systemes von neun Elementen kann nun in doppelter Weise zur 
Herleitung der Invarianteneigenschaften der Determinante benutzt 
werden. Wir wollen zunächst wieder nach einer Funktion der neun 
Elemente eines aus zwei anderen 8 und T komponierten Systemes fragen, 
ftr welche die Reihenfolge der Komposition ohne EinflulB ist^ d. L nach 
einer Funktion F{ST), für die 
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(1) F(ST)^F{T8) 

ist Die Funktion F soll also eine Invariante der Äquivalenz 

(la) STr^TS 

für zwei oder mehr komponierte Systeme sein. 

Für eine solche Funktion F sind somit zwei Systeme als äquivalent 
anzusehen, wenn sie, abgesehen von der Reihenfolge, ab Eompositions- 
resultate derselben Systeme dargestellt werden können. 

Wir denken uns nun das betrachtete System 8 mit der nicht 
verschwindenden Determinante A nach (3) des letzten Paragraphen 
zerlegt; dann ist 

(lb)_ S=(^)(A), 

WO (E) nur aus den Elementarsystemen zweiter Art in (II) auf S. 153 



komponiert, und (A) 



/A, 0, (K 

-= 0, 1, O) i 

Vo, 0, 1/ 



ist Dann zeige ich sofort^ 



dals jedes der vier Elementarsysteme (II), also auch das System (E) 
in (Ib), für die Funktion jP, d. L bei Abstraktion von der Reihenfolge 
der Kompositionen dem Einheitssysteme oder einem Yertauschungssysteme 
äquivalent ist. Offenbar braucht diese Tatsache nur fOr das dritte und 
das vierte von diesen Elementarsystemen bewiesen zu werden, da die 
beiden ersten selbst Yertauschungssysteme sind. 

Dieser Beweis ergibt sich zunächst fOr das vierte Elementar- 
system aus der Dekomposition 

/<, 0, (X A-l, (X ^|, 0, O)/ 0, 1, (X 
- 0, 1, Ol, 0, 1 Q _i, 0, , 
\0, 0, 1/ Vo, 0, 1/ oi 1 ^ ^> ^' 1^ 

denn es ist ja hiemach bei Abstraktion von der Reihenfolge der 
Kompositionen 



t, 


0, 0^ 


0, 


1,0 


.0, 


0, l) 



i, 


0, 





0, 


1 
t' 





.0, 


0, 


1 



/«, 0, (K 
(O, 1, 0) 

Vo, 0, 1/ 



(1 

T' 


0, 





0, 


1, 





0, 


0, 


1 




um nun dasselbe auch fOr das dritte Elementarsystem 

zu zeigen, beachten wir, dals dasselbe aus (/>' ^) durch die auf 

S. 146 angegebene Randerung entsteht, und dals es deshalb genügt, 
den Beweis fOr dieses System zweiter Ordnung zu fahren. Nun ist aber 
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also bei veranderter Reihenfolge der Eomponenteii; da f ^' Y] = £ ist^ 
ferner ist 

\o[ i) (li o) \o,' 1/ \i, o) \oi 1/ (l[ o) ^ '^' 

Also folgt bei Abstraktion Ton der Beihenfolge der Kompositionen die 
andere Äquivalenz 


and wenn man (2) berficksichtigt und mit rändert, so ergibt 

sich in der Tat 0, 0, 1 

/l, 1, (K / 0, 1, (K A -1, (K» 
0, 1, 0)~(-l, 0, 0) = (l, 0, 0). 
\0, 0, 1/ \ 0, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

unter Benutzung dieses Resultates folgt also aus der Oleichung (Ib) 
die Äquivalenz 



8- 



(/O, -1, (K /O, 0, -KwA, 0, (K 
(1, 0, 0)(0, 1, 0(0, 1, o), 
l\0, 0, 1/Vl, 0, 0/] \0, 0, 1/ 



wo das in gewundenen Klammem stehende System aus einer beliebigen 
Anzahl von Vertauschungssystemen besteht. Jedes dieser Systeme 

/A, 0, (K 
bewirkt aber nur eine Permutation der Zeilen von 1 0, 1, 1: die 



/A, 0, (K 

(0, 1, 0); 

\0, 0, 1/ 



gesuchte Invariante F(8) kann somit nur eine Funktion der Determi- 
nante A von 8 sein. Da aber der Produktsatz lehrt, dals die Determi- 
nante A und damit auch jede Funktion von A in der Tat von der 
Beihenfolge der Komposition unabhängig ist, so ergibt sich das wich- 
tige Resultat: 
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Eine Fonktion der neun Elemente des Systemes 



(Üy Oy C \ 

a", 6", cV 



ist dann und nur dann von der Beihenfolge der Komponenten 
unabhängig, wenn sie eine Funktion seiner Determinante A ist, 
wenn also jene Elemente allein in der Verbindung A auftreten. 

§5. 

Die Dekomposition in Elementarsysteme Ton der Form (II) kann 
zweitens benützt werden, um weitere Inyarianteneigenschaften der De- 
terminante hervortreten zu lassen, welche dann zu einem Yollstandigen 
Systeme charakteristischer Eigenschaften derselben ftlhren. 

Bringt man nämlich in der Gleichung (3) auf S. 156 die Elementar- 
systeme auf die linke Seite, was ja durch Komposition mit den 
Beziproken geschehen kann, so erhalt man zwei Gleichungen, welche 
folgendermalsen geschrieben werden können 

(1) {E)(a\ l\ c') = (0, 1, 0) 

Va", 6", cV \0, 0, 1/ 

/a, 6, c \ _ /A, 0, (K 

(2) a', Vy c^]{E)^[o, 1, 0). 
Va", V\ cV Vo, 0, 1/ 

Definiert man also zunächst zwei Systeme ab äquivalent, wenn das 
eine in das andere durch hintere Komposition mit den Elementar- 
systemen (II) übergeführt werden kann, so folgt aus der zweiten Glei- 
chung die Äquivalenz 

(a, 6, c \ /A, 0, (X 
a', Vy c')~(0, 1, . 
a", 6", cV Vo, 0, 1/ 
Sucht man daher eine Invariante dieser Äquivalenz, d. L eine Funktion 

(a, 6, c \ 
a\ b\ c' h welche ihren Wert nicht 
a", 6", cV 
ändert, wenn sie hinten mit einem der vier Elementarsysteme (II) 
komponiert wird, so kann das nur eine Funktion der Determinante 
sein, denn nach (3) ist notwendig 

(a, 6, c \ /A, 0, (K 

a', 6', c' )- j( 0, 1, Ol- 
a", V\ cV Vo, 0, 1/ 
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Da nan jene Funktion J nur nng^ndert zu bleiben braucht bei der 
Komposition mit jenen vier Elementatsjstemen, so ist für das Bestehen 
der Gleichung (4) nnr das der folgenden vier Gleichungen erforderlich 



, 6, c \ //o, b, c\ A— 1, (K\ /6, — o, c \ 

', M,c' ) = .^((o', 6',«' )(l, 0, O))»/!»', -a\ e ) 
", 6", c"/ \Va", 6", c"/ M), 0, 1/ / V*", - a", c"/ 

', ^ « \ //o. ft> '^ \ A ^'~K\ /''' *' ~" \ 

/, 6',c') = j((a', 6',c')(0, 1, 0)) = j(c', 6', -a' ) 

", V\ e"/ \V«", 6", c"/ Vi , 0, 0// \c", b", - a"/ 

(«» ft» c \ //«> ft> « \ /!> 1> tK\ /«. a +6, c \ 

a', 6', tf' )-j((a', 6',c' )(0, 1, ) 1 = j( o', o' + 6', c' ) 
a",b",e"/ \V«",6",c"/Vo, 0, 1// Va", a"+ 6",c"/ 



(5.)J 
(5b) J 



(5d) J- 




ap, 


'f 


e 


a'p, 


'■i- 


tf' 


o jp, 


»"i- 


c" 



Ist abo J{a, b^ c) eine Funktion der nenn Elemente (a, b, c); welche sich 
nicht ändert^ wenn für die erste Kolonne die zweite oder die dritte gesetzt 
wird nnd zugleich fOr diese die negativ genommene erste, wenn ferner 
die erste Kolonne zor zweiten addiert wird, und wenn endlich die 
erste Kolonne mit p multipliziert und zugleich die zweite durch p 
dividiert wird, so muls J eine Funktion der Determinante sein. 

Für die vordere Komposition mit Elementarsystemen, d. h. fBr die 
Äquivalenz 

by c \ /a, 6, 



(<^f 0, c \ __ /a, Oy c \ 
a\ b\ c^]^{E)(a\ b\ c') 



ergibt sich ganz ebenso: Ist J{a^ b, c) eine Funktion der neun Ele- 
mente (a, b, c), für welche die vier Gleichungen erfOllt sind 

h 



/a, ö, e \ /— a; 

(6) J a', 6',c' ) = J( a, 
\i",b",e"/ \ a", 

a". 



so besteht notwendig die Gleichung 



-b\ -e\ ,-a",-b",-c'\ 
b, c \ =J\ a', b', e' 
b", c") V o, b, e) 


b + b',e+e\ 
b\ c' ) = J 
6", c" / 


pa, pb, pc 
a", b", c" , 
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/a, b, c \ /Ly 0, (K 

[a\ V, c' Uc7^(0, 1, ; 
\a\ V\ c'O Vo, 0, 1/ 



d. h. eine Funktion J{ay h^ c), welche nngeändert bleibt, wenn man 
die zweite oder die dritte Zeile durch die erste and zugleich die erste 
durch die negativ genommene zweite oder dritte Zeile ersetzt, wenn 
man femer zu der ersten Zeile die zweite addiert, und wenn man end- 
lich die erste Zeile mit p multipliziert und zugleich die zweite durch p 
dividiert, kann nur eine Funktion der Determinante sein. 
Setzt man schlielslich noch in beiden Fallen fest, dals 



(6a) 



/A, 0, (X 
(0, 1, ol 
\0, 0, 1/ 



sein soll, so ist durch diese und durch jede der beiden obigen Be- 
stimmungen jene Funktion ab die Determinante selbst charakterisiert. 
Dals umgekehrt die Determinante | a, 6, e | die hier angegebenen beiden 
Klassen von charakteristischen Eigenschaften wirklich besitzt, ist schon 
oben aus der Auflösung der linearen Gleichungen hergeleitet worden. 

Man hat somit in der Determinante eines der in der Mathematik 
nicht häufigen Beispiele dafdr, daJb eine Funktion durch eine Anzahl 
von Eigenschaften völlig eindeutig bestimmt ist. 

Diese beiden Klassen von charakteristischen Eigenschaften können 
auch durch äquivalente ersetzt werden, welche fBr die Anwendungen 
viel£eush bequemer sind. Man kann nämlich den Satz aussprechen: 

h. 
Eine Fanktion J( a', b', e' \> welche in den Elementen 



'(«', h', e'l 
V«", b", e"/ 



der ersten Zeile homogen und linear ist, and bei Yertaaschnng 
der ersten Zeile mit der zweiten oder dritten nur ihr Vor- 
zeichen ändert, onterscheidet sich Ton der Determinante nnr 
dorch einen konstanten Faktor. 
In der Tat kann man ze^en, dafis aas diesen Eigenschaften die in (6) 
ang^ebenen anmittelbar folgen. 0£Penbar sind nämlich die folgenden 
Gleidiungen nar eine Folge der soeben Aber J gemachten Yoraassetzangen 

6, c \ /o', b', e\ ,-a', -6', -<?'- 



/o, e, c \ /o, t>; c'x x-a-, -0', -c'n 

(7a) jla', V, e'\ j(a, b, c J-jf o, b, e ] 

\a", b", c"/ ^a", b", e"/ V a", b", e"/ 

.a, b, c V Hl", b", e\ ,-a", -6", -e'\ 

(7b) j{a', V, c'\ = -J[a', V, c'\~J\ a\ b', e' ], 

^a", b", c"/ Vo, b, eJ \ a, b, o / 



i 6. Die cha(akteri8tiBohe& Eägeiuchafteii der Deteniiinante. 
ferner fo^ aas denselben Annahmen sofort 

Jia', h', c' )--j(o', V, c' )-0; 
\a", h", e"/ Vo", 6", c"/ 

tmd da J" in den Elementen (a, h, e) homogen und linear ist, 

.a + a', h + b', e + e\ ^, h, c \ ,a', V, e\ 

(7 c) J{ a', h', e' ] = j{a', V, c'] + j(a\ b', c' ) 

^ a", b", e" f Vo", V\ c"^ \a", b", e"/ 

(a, 6, c N 
a', b', c' ); 
a", b", e"/ 
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J 



snB derselben Eigenschaft von J ergibt sich endlich 



(7d) J 



pa, pb, pc 




a, b, e 


j'' j'- i«' 


^pJ 


— o', —6' — c' 


a", b", c" 




a", 6", c" 



-pj 









/«, ft, 



^-p^^jla, b, c U+J(a', 6', c'] 
^ \a",b",c"/ \a", b", c"/ 



Da aber diese Gleichungen mit den entsprechenden in (6) überein- 
stimmen; so mols die Gleichung bestehen 

b, c >^ /A, 0, 0^ 



\a", b", c"/ ^ 0, 0, 1/ 



ans dieser Gleichung folgt endlich nach der ersten Eigenschaft von J 
Jla\ b\ c' 1=»AJ|0, 1, Ol- A.C. 



J«', 6', C )-Aj(0, 1, 0)-- 
Va", 6", cV ^0, 0, 1/ 



Damit ist dieser Satz bewiesen. 

Ffigt man zu den obigen Eigenschaften noch als letzte Bedingung 
hinzu, da(s J {E) => 1 sein soll, so ist auch durch sie die Determinante 
eindeutig bestimmt 

Ghmz ebenso kann man, wie man ohne weiteres erkennt, die 
Determinante auch durch die entsprechenden Eigenschaften in Bezug 
auf ihre YertikaLreihen yoUsifindig definieren. Es gilt nämlich der 
Satz, der durch die analogen Schlüsse bewiesen wird: 



Kroneoker, DetarmüuuatMi. 



11 
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Eine Funktion J f a\ h\ c' \ der nenn Elemente eines 






Sjstemes (a^ hy c), welche homogen nnd linear ist in Bezog 
snf ihre erste Kolonne, welche bei der Yertaoschnng der 
ersten mit einer anderen Yertikalreihe nur ihr Zeichen ändert, 
nnd welche fOr das Einheitssystem den Wert eins hat, ist der 
Determinante jener nenn Ghrölsen gleich. 

Aus diesen beiden Sätzen flielst ein sehr naturgemälser Beweis des 
Multiplikationstheoremes: Ist nämlich die Funktion J{8) gleich der 
Determinante von S, so besitzt sie die soeben charakterisierten Eigen- 
schaften und zwar f&r die Zeilen und fOr die Kolonnen. Betrachtet 
man nun dieselbe Funktion fOr ein komponiertes System 

Ji 



((«', 6', c')(ß, ß\ ß")\ 

.a a + h ß + c y, a a' + b ß' + c y\ a a"+6 /J"+c /\ 
'ia' a + V ß + c'r, a' a'+V ß' + c'y\ a' «"+ 6' /J" + c' /' ), 



so ist sie, als Funktion der Elemente des ersten Systemes betrachtet, 
homogen und linear in Bezug auf die erste Zeile desselben, weil 
die drei Elemente a, h^^c rechts nur in der ersten Zeile auftreten; femer 
ändert sie ihr Zeichen, wenn z. B. (a, &, c) mit (a', b', o') vertauscht 
werden, weil ja dann auf der rechten Seite die erste mit der zweiten 
Zeile vertauscht wird. Es ist also Ji^a^ b, c)(a, a\ «")) gleich «/"(a, 6, c), 
multipliziert mit einem von dem ersten Systeme unabhängigen Faktor. 
Da aber diese Funktion in Bezug auf die Yertikabreihen des zweiten 
Systemes genau dieselben Eigenschaften hat, so ist jener zweite Faktor 
durch J^(a, a\ a") teilbar; es ist also 

J{(a, b, c)(a, a\ «")) = C J(a, 6, c) J(a, «', a")i 

wo der Faktor C von den Elementen beider Komponenten unabhängig 
ist. Setzt man also, um ihn zu bestimmen, die beiden Systeme (a, b, c) 
und (a, a\ a") gleich dem Einheitssysteme, wodurch ja (a, b, c) (a, a', a") 
ebenfEdls gleich E wird, so ergibt sich 

C=l, 

und damit ist der Multiplikationssatz vollständig bewiesen. 



Zehnte Vorlesimg. 

Die Reduktion ganzzahliger Systeme. — Die verschiedenen Arten der ÄquivalenE. — 
Bestimmung der Elassenzahl filr vordere oder hintere Komposition mit unimodularen 
Systemen. — Die Auflösung von drei homogenen linearen Gleichungen mit vier 
Unbekannten und konstanten Eoefißzienten. — Der Bang der Systeme. — Anwendung 
auf drei nicht homogene lineare Gleichungen und auf die Schnittfigur von Ebenen 

im Baume. 

§ 1. 

Wir gehen jetzt zu den arithmeÜBchen Anwendungen unserer 
Theorie über^ d. h. wir nehmen die Elemente der betrachteten Systeme 
als ganze Zahlen an nnd untersuchen die Veränderungen, welche sie 
durch Komposition mit ganzzahligen Elementarsjstemen erfieJiren. 
Ebenso setzen wir den Bereich der drei Variablen x, y, z oIb die Ge- 
samtheit aller ganzzahligen Werte derselben voraus; dann entspricht 
diesem Bereiche geometrisch nicht mehr der ganze Baum, sondern nur 
noch die Gesamtheit aller Gitterpunkte P, deren rechtwinklige Ko- 
ordinaten {x, y, z) ganze Zahlen sind. 

Betrachtet man nun drei andere Variablen ((, 17, g), welche mit 
{Xy y, z) durch die linearen ganzzahligen Gleichungen 

5 = j, x + (i y + v z 

(1) ri^Vx + (i'y + v'z 

t=-X"x + ii''y + v"z 

zusammenhangen, so entsprechen allen ganzzahligen Wertsystemen 
{x, y, z) auch ganzzahlige {i, rj, i), jedoch wird das Umgekehrte im 
allgemeinen nicht stattfinden. Ist nämlich die Determinante des Systemes 
(X, II, v) von Null verschieden, und ist 



w, w', w" j 



n, n" 

das zu (A, fi, v) reziproke System, so dals also 



11* 



154 Zehnte Vorlesimg. 

l, V, V\A, II, V . A, 0, Ox 

^n, n', n'vVr, ^",W VO, 0, 1/ 

ist^ so erhalt man; wenn man die Gleichungen (1) beziehlich mit l, V, V 
multipliziert und addiert und dann entsprechend mit m, m', m" und 
n, n', n" verföhrt^ die folgenden Ausdrücke von (x, y, e) durch (1, i^, i) 

x^n+Vri+V'i 
(la) y=m| + m'i?+m"e 

und man erkennt sofort, da(s allen ganzzahligen Werten von ((, i;, g) 
dann und nur dann ganzzahlige {Xy y, b) entsprechen werden, wenn 
auch das zu (A, ft, v) reziproke System (2, V, V) ein ganzzahliges ist. 
Da nun die Determinanten der reziproken Systeme | A, ft, i/ 1 und 
I {, r, r' I stets reziproke Zahlen sind, so sind sie dann und nur dann 
beide ganz, wenn sie den Wert ± 1 haben. Ist das aber der Fall, 
so ist das reziproke System sicher ganzzahlig, weil die Determinante der 
einzige möglicherweise in demselben auftretende Nenner ist. Man er- 
halt also den Satz: 

Hangen die ganzzahligen Variablen (x, y, 0) mit ((, 17, g) 
durch eine ganzzahlige Substitution zusammen, so entsprechen 
sich ihre Bereiche dann und nur dann eindeutig, wenn die 
Substitutionsdeterminante gleich ± 1 ist 

Auch hier wollen wir der Einfachheit wegen nur solche Sub- 
stitutionssysteme betrachten, deren Determinante + 1 ist, und diese wie 
früher unimodulare Systeme nennen. Hier tritt nun bei aritii- 
metischen Untersuchungen, z. B. bei der Theorie der bilinearen und 
der quadratischen Formen, wieder die Frage auf, welches die einfachste 
Form ist, auf welche ein ganzzahliges System 



/a, ö, c \ 
a', 6', c') 
^a", 6", cV 



von nicht verschwindender Determinante durch Komposition mit uni- 
modularen ganzzahligen Systemen reduziert werden kann, und zwar 
entweder durch vordere oder durch hintere Komposition, oder endlich 
durch Anwendung beider Kompositionen zugleich. 

Auch die unimodularen Systeme können aus elementaren zu- 
sammengesetzt werden, wie gleich gezeigt werden soll, und zwar aus 
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denjenigen unter den Systemen (I) auf S. 146, deren Determinante 
gleich eins ist, d. h. aus 

A~l, 0. A 0,-lv /l, 1, 0. 
(m) (1, .0, 0), (0, 1, , (0, 1, . 

Vo, 0, 1/ Vi, 0, 0/ Vo, 0, 1/ 

Zu ihnen können mimittelbar wieder hinzngenommen werden die beiden 
anderen 

A,±t, Ox /l, 0,±U 
(ma) (0, 1, , (0, 1, , 

Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

in welchen t eine positive ganze Zahl ist; das erste System, weil 
A,±t, 0. /1,±1, Ox' 



(0, 1, oUjo, 1, 0) 
Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

(0, 1, 0) 

Vo, 0, 1/ 



4,-1, 0^ 

ist, und da femer ( 0, 1, ) vermöge der Gleichung auf S. 16S aus 



Elementarsystemen komponiert werden kann. Das zweite System in 
(Dia) endlich hangt ja mit dem ersten und den übrigen Elementar- 
systemen durch die Gleichung (3 a) auf S. 147 zusammen. 

Erklart man nun zwei ganzzahlige Systeme zunächst fBr iquivalent, 
wenn das eine dadurch in das andere übergefEIhrt werden kann, dab 
man es vorn mit einem oder mehreren ganzzahligen Elementar- 
systemen (DI) und (JDa) komponiert, so daTs also 



s-(e)s 

ist, wo (S) irgend ein aus jenen Systemen (DI) komponiertes System be- 
za, 6, c \ 
zeichnet, dann labt sich jedes System 8^1 a', h\ c' \ von nicht ver- 

W', 6", cV 
schwindender Determinante auf ein äquivalentes von besonders ein- 
fiudier Form reduzieren. 

Wir können zunächst in diesem Systeme a' als von Null ver- 
schieden voraussetzen, da ja nicht a » a'» a''» sein kann, und wir 
somit entgegengesetzten Falles durch vordere Komposition mit einem 
Vertauschungssysteme ein nicht verschwindendes Element der ersten 
Kolonne an die zweite Stelle bringen können. Alsdann können wir 
die ganze Zahl t so bestimmen, dab in dem Kompositionsresultate 
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/l, t, 0\ ya, b, c ^ /a + ta\ b + tb\ c + te'\ 
(0, 1, 0)(a', b\ c')=( a', 6', c' ) 

Vo, 0, 1/ ^a", b", c"/ \ a", b", c" / 

an die Stelle von a ein Element (a + ta') tritt;, welches nicht negativ 
nnd kleiner ist als der absolute Wert von a'. Bringt man dieses dann 
an die Stelle des zweiten Elementes^ so hat man dasselbe seinem ab- 
soluten Werte nach verkleinert; und diese Verkleinerung kann so lange 
fortgesetzt werden^ bis an der ersten SteUe das Element Null er- 
scheint Bringt man diese Null an die dritte Stelle^ so erhalt man 
ein System 



ja', » , *h 

^0. *. J 



0, 

und durch genau dasselbe Verfahren kann man jetzt auch das Ele- 
ment a' ebenfalls zu Null machen. So erhalt man zuletzt ein äqui- 
valentes System 



(0, ^', /). 



Da die Determinante dieses Systems nicht verschwindet, so muls mindestens 
eine der Zahlen ß und ß' von Null verschieden sein. Das vorher an- 
gegebene Ver&hren kann also auch auf ß und ß' angewendet und 
eine dieser Zahlen dadurch zu Null gemacht werden. Durch geeignete 
Zeilenvertauschung ergibt sich so eine Äquivalenz von der Form 

b, c \ /tt, 6, 



(a', 6', c')~(0, 6', c'). 
Va", 6", c"/ \0, 0, cV 



Das auf der rechten Seite dieser Äquivalenz stehende System kann 
noch dadurch reduziert werden, dals man o und h' als positiv voraus- 
setzen darf, da ja entgegengesetzten Falles das erste durch vordere 

Komposition mit ( 0,-1, ); das zweite durch Komposition mit 
0, 0, 



(—X, V, v/v 
0,-1, , 
0, 0, 1/ 

,-1, 0, 0. ,-1, 0, 0. ,1, 0, Os 
( 0,-1, 0, 1, oU.(o,-i, 0) 
V 0, 0, 1/ \ 0, 0,-1/ \0, 0,-1/ 



erreicht werden kann. Das dritte Element c" wird dann offenbar 
positiv oder negativ sein, je nachdem dasselbe fttr die Determinante 
der Fall ist 
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Endlich kann man noch jedes der aolfierhalb der Diagonale 
stehenden Elemente so reduzieren^ dals es nicht negatiy nnd kleiner 
ist als der absolute Wert des unter ihm stehenden Diagonalgliedes^ 
d. h. daCs die folgenden Ungleichungen bestehen 

O^B<B', O^S<|c"|. 

Das erste erreicht man nämlich dadurch, daXs man das ^-&che der 
zweiten Zeile zur ersten addiert und t^ so bestimmt, dals h + t^h' der 
för 6 gestellten Bedingung genügt Die zweite und dritte Bedingung kann 
man dadurch erfüllen, dals man das /^-fache der dritten Zeile zur ersten 
und, was offenbar ebenfalls erlaubt ist, das ^ -fache der dritten zur 
zweiten Zeile addiert und t^ und ^3 ebenfalls geeignet bestimmt. Man 
erhalt also den Satz^ r, h ^ 

Jedes ganzzahlige System | a\ b', c' j kann durch vordere 

Komposition mit einem unimodularen Systeme in ein reduziertes 

6, 



(a, ö, c \ 
0, K C ) 
0, 0, c"/ 



übergefOhrt werden, welches dadurch charakterisiert ist, dals 
(I) a>0, b'>0 

(n) 0^b<B', O^S<|c"| 

ist 
Man zeigt endlich leicht, da(s jedes System auch nur einem redu- 
zierten in diesem Sinne äquivalent ist. Der Beweis beruht einfach 
auf der Tatsache, dals zwei reduzierte Systeme nur dann äquivalent 
sind, wenn sie gleich sind, d. h. dals ein System 



\y, y', y"/V0, 0, cV 



dessen erste Komponente unimodular ist, nur dann wieder reduziert 
ist, wenn (a, a', a") das Einheitssystem ist. Den sehr einfachen Be- 
weis dieses Satzes können wir dem Leser überlassen. 
Somit ergibt sich der wichtige Satz: 

Jedes ganzzahlige System ist einem und nur einem re- 
duzierten äquivalent 
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Dieser Satz gibt niiB nun die Möglichkeit, die Anzahl der Klassen 
nicht äquivalenter Systeme einer gegebenen Determinante A zu be- 
stimmen; dieselbe ist nämlich genau gleich der Anzahl der reduzierten 

(a, B, c N 
0; h', c' ) für diese Determinante. Die gesuchte Elassen- 
0. 0. c"/ 



anzahl ist genau gleich der Anzahl der Systeme Ton sechs ganzen 

Zahlen, fOr welche 

(I) aB'c" = A, 

(ü) o>0, V>0, 

(III) O^B<B', O^S<|c"|. 

Ist zunächst A » 1, ist also das betrachtete System selbst ein 
unimodulares, so existiert offenbar nur das eine reduzierte System 

4, 0, 0, 

jedes imimodalare Sjstem ist also dem Einheitssysteme 



(0, 1, ; je 
Vo, 0, 1/ 



äquivalent, oder es bestellt die Gleichung 

I, 6, c 

(«)-B-((8). 






Jedes unimodulare System kann also aus den drei Ele- 
mentarsystemen (III) S. 165 komponiert werden« 

Das DiopAofitische Problem, neun ganze Zahlen zu bestimmen, 
deren Determinante gleich eins ist, kann miihin keine Lösung be- 
sitzen, die nicht durch eine solche Komposition zu erlangen wäre; 
allerdings erhalt man auch hier jene Lösungen mehrfach. 

Um die Klassenanzahl im allgemeinen Falle zu bestimmen, be- 
merken wir zunächst, dals dieselbe für zwei entgegengesetzt gleiche 
Determinanten A und — A denselben Wert besitzt; denn jedes re- 
duzierte System fOr die Determinante A geht durch die Änderung des 
Vorzeichens von c'' in ein reduziertes fOr die Determinante — A über. 

Ist also A eine positive Zahl und 

(2) A-<i„d,i, 

eine beliebige Zerlegung derselben in drei positive Faktoren, so ent- 
sprechen gerade dieser Zerlegung die folgenden reduzierten Systeme 
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Die Anzahl dieser reduzierten Systeme ist also did^, nnd da das 
Analoge für jede Zerlegung (2) von A gilt| so hat man den Satz: 

Die Elassenanzahl K{A) der Systeme von der Deter- 
minante A ist 

wenn A » d^ d| d^ ist und über alle Zerlegungen von A in 
drei Faktoren summiert wird. 

Ist also A gleich einer Primzahl j), so hat man die drei Zerlegungen 

A«j).l.l = l.i>.l = l.l.j), 
d.h. 

Ebenso folgt für A ^sp* aus den sechs Zerlegungen 
A=j)M.l = l.j)M = l.l.j)» 
= p.p.l—p.l.p = l.j>.p 

Man kann leicht die Klassenanzahl K(A) der nicht äquivalenten 
Systeme für eine beliebige positive Determinante A bestimmen. Ist 
Ti&mliAVi zunächst 

ii^end eine Zerlegung von A in zwei teilerfremde Faktoren, bo ist stets 

z(A)-ir(P)Z(e). 

Sind nämlich P^d^d^eJ^y Q'=^^^^ irgend zwei Zerlegungen von 
P und Q, so ist 

eine Zerlegung von A « P Q, und umgekehrt kann^ da P und Q teiler- 
fremd sind^ in jeder Zerlegung A » ^q d^ d^ von A jeder der drei 
Faktoren di auf eine einzige Art in ein Produkt diCi zerlegt werden. 
Also ist in der Tat 

js:(P)Z(e) = (zd,d»)(i«,.^)=.i(d,0(d,«iV = ia,*,»-Js:(A), 

was zu beweisen war. 
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Hiernach braucht also die Elassenanzahl nur fOr den Fall beBtimmt 
zu werden^ dab A~j!>'' eine beliebige Primzahlpotenz ist. Alailiwiii 
ist aber 

wenn r^ + f ^ + f , = r alle Zerlegungen von r in drei nicht negatire 
Summanden bedeutet. Trennt man die rechts stehende Summe in zwei 
andere, je nachdem ro>0 und r^^O, oder je nachdem r^ + r^Kr 
oder =r ist, so ergibt sich 

beachtet man aber, daCs die erste Summe nach der obigen Definition 
gleich K(p'"-^), fOr die letzte aber 

ist, so ergibt sich fOr die gesuchte Elassenanzahl die einfache Be- 
kursionsformel 



K{pr)-K(jpr-l)=p 



P-1 



Bildet man dieselben Gleichungen fOr r — 1, r — 2, ... 1 und addiert 
sie dann, so erhalt man endlich fOr die gesuchte Elassenanzahl die 
Gleichung 

wie eine leichte Rechnung ergibt. Also ist fQr eine. beliebige positire 
oder negative Determinante A = ± T\p'' 

^(^)-" 'C-r,"Cä," - 

wo die Multiplikation über alle in A enthaltenen Primzahlpotenzen 
auszudehnen ist 

Ganz ähnlich kann f&r beliebige ganzzahlige Systeme Ton n' Ele- 
menten die Elassenanzahl bestimmt werden, worauf aber hier nur hin- 
gewiesen werden mag. 

Die Gestalt der reduzierten Systeme ändert sich entsprechend, 
wenn statt der vorderen Eomposition mit Elementarsystemen die 
hintere betrachtet wird, d. h. wenn zwei Systeme dann als äquivalent 
angesehen werden, wenn das eine in das andere durch hintere Eom- 
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poBÜdon mit Elementarsystemen übergefQhrt werden kann. Macht man 
hier dieselben Operationen mit den Kolonnen^ wie vorher mit den 
Zeilen, so gelangt man zu einem reduzierten Systeme, welches sich 
von dem obigen auch nur dadurch unterscheidet, dab die Zeilen mit 
den Kolonnen vertauscht sind. Also ist auch die Elässenanzahl fOr 
diese reduzierten Systeme genau dieselbe wie vorher. 

Der Verlauf der wichtigen Reduktion bei der Erklärung 

s-(e)S(e), 

d. h. bei Zulassung der vorderen und hinteren Komposition mit Ele- 
mentarsystemen wird bei der allgemeinen Theorie ausftLhrlich erörtert 
werden. 

§2. 

Die vorausgeschickten Untersuchungen über die Systeme und ihre 
Determinanten geben uns nun die Möglichkeit, ein System von drei 
Gleichungen nicht blols im allgemeinen Falle, d. h. fOr unbestimmte 
Koeffizienten, sondern auch f&r jedes besondere Koeffizientensystem 
vollsiSndig au&ulösen; und die Untersuchung der hier möglichen I^e 
wird uns von selbst auf einen der wichtigsten Begriffe in der ganzen 
Theorie, den bereits in einem früheren Abschnitte eingeführten Bang 
der Systeme hinfCLhren. Um die Unterscheidung der möglichen FSlle 
übersichtlicher darstellen zu können, wollen wir zuerst drei homogene 
lineare Gleichungen mit vier Unbekannten betrachten. Die ent- 
sprechenden Resultate für nicht homogene Gleichungen können dann 
ohne Schwierigkeit aus den hier gefundenen hergeleitet werden. 

Entsprechend der schon früher angewandten Art der Fragestellung 
betrachten wir jetzt die folgende Aufgabe: 

In welcher Weise wird die Variabilität der vier Veränder- 
lichen (x, yj Zf u) durch die Bedingung beschrankt, daCs die 
drei homogenen linearen Funktionen derselben 

f ^a x + h y + c B + d u 
(1) f-^a'x + Vy + c'8 + d'u 

f^ a"x + b"y + c"z + d"u 
samtlich verschwinden sollen? 

Die Koeffizienten dieser Funktionen sollen jetzt bestimmte Zahlen 
sein; dann können die folgenden vier Falle eintreten: 

L Von den vier Determinanten dritter Ordnung, welche aus dem 
Koefüzientensysteme 
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&i c, d 



(2) S. 



Va", 6", c", dV 



gebildet werden konneiiy ist mindestens eine von Nnll Tersohieden; man 
sag^ dann, das Eoeffizientensystem ist Tom Bange Drei. Dann kann 
das Fonktionensystem {fy f, f") dnrch ein sogenanntes reduziertes 
(F, F', F") ersetzt werden, Ton dem jede Funktion nur zwei der Variablen 
eniMlt. Ist nämlich eine jener vier Determinanten des Systemes S Ton 
Null verschieden, so können wir, ohne die Allgemeinheit zu beeintrtch- 
tigen, die erste, d.h. die Determinante |a, &,c| als von Null Ter- 
sohieden Toraussetzen, da ja hier keine Variable vor der anderen be- 
vorzug^ wird. Es sei nun 



(3) 



(a, 0-, a'\ 
6, K 6") 
c, c', c"/ 



das zu (a, b, e) adjmigierte, d. h. das aas den ünterdetenniiiaiitea 
zweiter Ordnung von | a, b, c | gebildete System; dann besteht die 
Kompositionsgleichnng 

(o, b, cx /O, o', a'\ y\a,b,e\, 0, -v 

o', b', c')(6, 6', b")-( 0, |o,6,c|, ). 
a", 6", c"/\c, c', c"/ V 0, 0, \a,b,e\/ 

Betrachtet man nun die drei Fonktionen 

F ~af+a'f'+a"f" 

(4) F'r=hf+h'f + h"f" 

F"=cf+c'f'+c"f", 

so befriedigt jede LOsoi^ von (/*— 0, f'-^O, /*" — 0) auch das Glei- 
chungssystem (F-='0, F'^-O, F"=0). Aber das umgekehrte gilt 
aach: Multipliziert man nämlich die Funktionen (4) mit (a, b, e), bezw. 
ia', b', c'), (a", b", e") and beachtet dabei die aas (3a) sich ergebenden 
nenn Gleichangen, so ei^bt sich die folgende Darstellung von (f, f, f") 
durch (F, F', F") 

\a,b,e\f -o F+b F' + e F" 

(4a) \a,b,c\f' = a'F+b'F' + c'F" 

\a,b,e\ /•"=• a"F+ b"F' + c"F", 

und hieraus ei^bt sich, dals auch jede Lösung von {F—0, J"=»0, JF"'-»0) 
die ursprfii^lichen Gleichungen befriedigt Die beiden Funktionen- 
Systeme (f, f, f") und {F, F', F") beschränken somit durch ihr Vei^ 
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flchwinden die Variabilität von {x^ y, 0, u) in genau derselben Weise; 
sie sind also in diesem Sinne äquivalent. 

Ersetzt man aber in (4) die Funktionen /) f, f" durch ihre Aus- 
drücke in (1), so erkennt man leicht, da(s F die folgende Gestalt 
erhalt 
jF-(oa + a'a'+a"a")x + (ab + a'V + a"b")y + (ac+ a'c'+a"c")g 

+ (ad + a'd'+a"d")u] 
und da (q, q', a") das zu (a, h, e) adjungierte System ist, so ist 
-F=|a, b, c\x + \b, b, c\y + \Cy b, c\b + \d, b, c\u. 

Beachtet man nun, daTs hier die Koeffizienten von y und g ver- 
schwinden, und bildet man die analogen Ausdrücke von F' und F", 
so ergibt sich ftlr das System (JP, F', F") die folgende Darstellung 

F =\a,b,c\x +\d,b,c\u^O 

(6) JP'= \a,b,c\y +|a, d, c|u-0 

JF"= \a, b,c\z+ |a, 6, d|u = 0. 

Durch Auflösung dieser drei Gleichungen (JP=0, F'^0, JP"=0) 
erhSlt man die schon früher gefundenen Ausdrücke 

(6) xiyiz'.u-^— \b, c, d\:\c, d, a\: — \d, a,b\:\a,b, c\, 

und das ist die einzige Losung, welche das ursprüngliche Gleichungs- 
system in diesem Falle hat. Ist t eine neue Variable, so kann die 
vollständige Ldsung auch in der folgenden Form geschrieben werden 

(6a) a;= — 16, c, d|^, y==\c,d,a\t, jet«— [d, a, 6|^, u^\a,b,c\t 

Da sich in diesem Falle alle vier Variablen durch eine einzige i 
ausdrücken, so sagt man, jene Gleichungen besitzen eine einfache 
Mannigfedtigkeit von Lösungen. 

n. Der zweite mögliche Fall ist der, dais alle vier Determinanten 
dritter Ordnung der Matrix 8 gleich Null sind, dals aber mindestens 
eine der Determinanten zweiter Ordnung, welche aus S gebildet werden 
können, von Null verschieden ist Wir sagen dann, die Matrix 8 ist 
vom Bange Zwei. Wegen der Vertauschbarkeit der Variablen und 
der Gleichungen können wir wieder ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit voraussetzen, dals die erste Determinante zweiter Ordnung 

a, b 



b 



c" 



von 8 von Null verschieden ist Dann kann man leicht zeigen, dals das 
System (f, f\ f") äquivalent dem ein&cheren (/*, f') ist, d. h., dals von 
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den drei Gleichungen (/*= 0, /"' = 0, f^ =» 0) die dritte eine notwendige 
Folge der beiden ersten ist. 

Da i^mlich alle vier Determinanten dritter Ordnung der Matrix 8 
identisch verschwinden, so folgt ans (5) das gleiche ftlr die drei Fnnk* 
tionen {Fy F\ F"), Betrachtet man nun speziell die in (4) gegebene 
Darstellung von F" durch f, f, f\ so ergibt sich, da(s unter der ge- 
machten Voraussetzung zwischen jenen drei Funktionen die identische 
Gleichung besteht 

c/-+cr+c"r=o, 

und hieraus folgt, da nach der Voraussetzung c" sicher von Null ver- 
schieden ist, ^^ , .^, 

/•ff ^f-T^f 

T — c" * 

Jede Lösung von (/*= 0, f =^0) befriedigt also auch die ursprünglichen 
Gleichungen (/"= 0, /*'= 0, /*"=«0), und da die Umkehrung dieses 
Satzes selbstverständlich ist, so folg^, dals in diesem Falle die Äqui- 
yalenz besteht if,f,n^(f,n 

Um die beiden ersten Gleichungen, welche somit allein in Betracht 
kommen, au£zulösen, schreiben wir sie in der Form 

a^x + Vy + (c'jer 4- d'u) = 0. 

Betrachten wir in ihnen x und y als die einzigen Unbekannten, so 
erhalten wir die vollständige Losung 



a; = 



y = n 



6', 


e z-\-d u 
(fe + d'u 


e 


b,e 
6',c' 


+« 


b,d 
V,d' 




a, 6 




a, 6 






a',V 




aW 




e g 

dz 


+ du,a 
+ d-u,ar 


z 


c, a 


+« 


d, a 
d\a; 




a, b 


1 


a, 6 






a\V 






1 


a\h' 





WO B und u völlig willkürlich bleiben. Ist also die Matrix 8 vom 
Bange zwei, so ist von den drei Gleichungen eine überflüssig, und von 
den vier Unbekannten sind zwei durch die beiden übrigen völlig be- 
stimmt; die Lösungen bilden somit eine zweiÜEU^he Mannig&ltigkeii 

in. Femer können aulser den Determinanten dritter Ordnung auch 
alle Determinanten zweiter Ordnung verschwinden, während von den 
Determinanten erster Ordnung, d. h. von den Elementen selbst mindestens 
eine von Null verschieden ist Man sagt dann, das Koeffizienten- 
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System (8) ist vom Bange Eins. Alsdann sind von den drei Glei- 
chungen (1) zwei überflüssig. 

In der Tat, ist z. B. das erste Element a von Nnll verschieden, 
so ist 



af -a'f'- 
d. h. es ist 



die beiden Gleichungen f - 
besteht die Äquivalenz 



a, b 
a',b' 


y + 


a, e 
a',c' 


e + 


a, d 
a',d' 


a, b 
a", b" 


y + 


a, c 

a", e" 


e + 


o, d 
a", d" 



u = 



u = 0, 



- — f f^^^f' 
" a 1' ' a ' ' 

= 0, f" = sind somit überflüssig, oder es 

(f, f. f ")--(/)- 



Aus der Auflosung der somit allein zu betrachtenden ersten Gleichung 

f^O ergibt sich aber 

by + cz-^-du 
a 



a;=» — 



wahrend y, 0, u völlig willkürlich sind. Da hier also die Lösungen 
noch drei unabhängige Variablen enthalten, so bilden sie eine dreifiEU^he 
Mannigfaltigkeit. 

lY. Sind endlich auch alle Elemente von S selbst gleich Null, ist 
also, wie man sich ausdrückt, das System vom Bange Null, so be- 
schranken die Gleichungen die Variabilität von (x, y, z, u) gar nicht; 
alle drei Gleichungen sind überflüssig, die Lösungen bilden eine vier- 
fache MannigGdtigkeit. 

Das Gesamtresultat dieser Untersuchung kann man also in dem 
folgenden Satze zusammenfassen: 

Ist r der Bang der aus den Gleichungskoeffizienten ge- 
bildeten Matrix, so wird die vierfache Mannigfaltigkeit der 
Variablen (x, y, z, u) durch die Forderung des Verschwindens 
der drei linearen homogenen Funktionen (f, f\ f) auf eine 
(4 — r)- fache herabgemindert, und das System (f, f, /*") ist 
einem Systeme von nur r unter ihnen äquivalent 

Aus diesem Besultate können nun leicht die Ergebnisse für drei 
nicht homogene Gleichungen 

f ^a x + h y + c z + d =0 

(7) f^a'x + Vy-^c' B + d'^0 

/•"= a''x + V'y + c''z + d"- 
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abgeleitet werden. Hierzu fOhrt die folgende ein&che Überlegimg: 
AaTser dem vorher betrachteten Systeme (a, b, c, d) aller Oleiohnnga- 
koeffizienten wollen wir noch das System (a, b, e) der nenn Koeffi- 
zienten von Xf y, in jenen drei Gleichungen betrachten und ihren 
Rang beziehlich durch 

R (a, 6, c, d) und B (a, b, c) 

bezeichnen. Ist nun zunächst der Rang beider Systeme gleich, ist also 

B(aj 6, c, d)^B(a, 6, c), 

80 kann wörÜich dieselbe Überlegung durchgeführt werden wie vorher, 
nur muTs in dem gefandenen Resultate natürlich u = 1 gesetzt werden. 
Ist jener gemeinsame Rang nämlich zuerst gleich Drei, so ist 
\^}^f <^\^ ^f ^^d ^^^ erhalt genau wie vorher als einzige Lösung 
(8) xiyizil^ — lb, c, d\:\c, d, ali — ld, a,b\:\a,b, c\. 

Ist der gemeinsame Rang beider Systeme gleich Zwei, ist also 
mindestens eine ünterdeterminante zweiter Ordnung von (a, b, c) von 
Null verschieden, so kann man wieder ohne BeeintriUditigung der All- 
a, b 



gemeinheit 



a\V 



^0 voraussetzen und erhalt durch dieselben Über- 



legungen wie vorher 

,os ^_. B\h,c\ + \h.d\ z\c,a\ + \d,a\ 

während ganz willkürlich bleibt; man hat also eine einfEMshe Mannig- 
faltigkeit von Lösungen. 

Ist der gemeinsame Rang gleich Eins, und nimmt man wie vorher 
a ^ an, so sind die zweite und die dritte Gleichung überflüssig, und 
aus der ersten folgt als allgemeine Lösung 

(8b) X — ^y+pd, 

d. h. es existiert eine zweifiEMdie Mannigfaltigkeit von Lösungen. 

In dem selbstverständlichen Falle endlich, daCs der Rang von 
(a, b, c, d)j also auch der von (a, &, c) gleich Null ist, erhalt man 
eine dreifiEU^e Mannigfaltigkeit von Lösungen, da jedes Wertsystem 
diese identisch verschwindenden Gleichungen befriedigt. 

Ist dagegen der Rang von (a, &, c) kleiner als der von (a, b, c, (2), 

*• ^- ^ -B(a, 6, c) < B(a, 6, c, d), 

so zeigt man leicht, daCs jene drei Gleichungen überhaupt nicht durch 
endliche Werte von (x, y, 0) befriedig^ werden können. Man kann nämlich 
in diesem Falle drei Zahlen r, r', r" so finden, dab für variable x^ y, 
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rf+r'f' + r"f'^l 

ist Damit das namlioh der Fall sei, müssen r, r', r" die vier Glei- 
chungen befriedigen 

rd + r'd'+r"d"^l. 

Von den drei ersten Oleichnngen ist aber mindestens eine, etwa die 
erste, überflüssig, weil der Rang des Eoefißzientensystemes (a, b, c) kleiner 
ist als drei; and wir zeigten schon früher, dab es stets möglich ist, der 
vierten Gleichung in Verbindung mit zwei von den anderen homogenen 
Gleichungen zu genügen, da wegen B,{aj &, c) <R(a, b, c, d) nicht alle 
Elemente dj d\ d" verschwinden können. 

Denkt man sich aber r, r', r" so bestimmt, dafs 

ist, so folgt sofort, daCs kein endliches Wertsystem (x, y, z) jenen drei 
Gleichungen genügen kann, da ja für dieses r.O + r'.O + r".0» 1 
sein mü&te. Ist also B (a, by c)<B (a, &, Cy d), so besitzt das Glei- 
chungssystem (/=0, f=^Oj /^" = 0) keine endliche Losung. Man er- 
halt somit das wichtige Ergebnis: 

Drei nicht homogene lineare Gleichungen mit drei un- 
bekannten ^ - , ^ 
/•=* aa? + 6y + C£r -f d «a 



besitzen dann und nur dann überhaupt endliche Losungen, 

^"^ R(a,b,c)^R(a,b,c,d) 

ist. Ist dann r der gemeinsame Bang jener beiden Eoeffi- 
zientensysteme, so sind jene drei Gleichungen äquivalent einem 
Systeme von nur r unter ihnen, und ihre Losungen bilden 
eine (3 — r)- fache Mannigfaltigkeit. 
Nimmt man speziell {2» {2'= e2" = 0, betrachtet man ako die 
drei homogenen linearen Gleichungen 

f =^a X + b y + c jer = 

f^a'x + b'y + c'z=^0 

f"^a"x + b"y + c"z^O, 

so besitzen diese dann und nur dann eine Lösung aufser der trivialen 

a: = 0, y = 0, = 0, 

Kroii€ck«r, Dtiarminuiteo. 12 
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wenn ihre Determinante \a, b, c\ yerschwindet; ist nämlich 
I ^y ^; ^ I ^ 0; so ^^^ ^^ (ß) (x » y = » 0) als einzige Losung. 
Ist aber \a,bj c\=^0, so ist von jenen drei Gleichungen mindestens 
eine überflüssig, und wir zeigten schon früher, daCs die beiden übrig- 
bleibenden homogenen Gleichungen stets eine von Null verschiedene 
Losung haben. Es mag beiläufig erwähnt werden, daCs aus dieser 
Bemerkung leicht ein neuer Beweis des Multiplikationssatzes erschlossen 
werden kann. 

Betrachtet man wieder (x, y, 0) als die Koordinaten eines Punktes 
im Räume, bezogen auf ein rechtwinkliges oder schiefwinkliges Ko- 
ordinatensystem, so wird in der analytischen Geometrie gelehrt, dab 
die Lösungen einer nicht homogenen linearen Gleichung /*=» die sämt- 
lichen Punkte einer ganz bestimmten Ebene E erfüllen. Man nennt 
deshalb /"^^O die Gleichung von E. Sucht man also die gemeinsamen 
Lösungen der drei Gleichungen {f==^Oj f==^} /""^O)? "o heilst das 
geometrisch gesprochen, man soll alle jenen drei Ebenen gemeinsamen 
Punkte, d. h. man soll ihre Schnittfigur bestimmen. Ersetzt man jenes 
Gleichungssystem durch ein äquivalentes (2^=0, J?" = 0, F"^0), so 
besitzt dies dieselben Lösungen, d. h.: 

Zwei äquivalente Systeme linearer Gleichungen ent- 
sprechen zwei Systemen von Ebenen, welche dieselbe Schnitt- 
figur besitzen. 

Ist nun zunächst Il(af b, c, d) = B(a, b, c) = 3, so kann das 
Gleichungssystem durch ein äquivalentes ersetzt werden, dessen erste 
Gleichung nur x, die zweite nur y, die dritte nur e enthält, und deren 
Auflösung unmittelbar auf die Proportion (8) führt. Die durch jene 
Gleichungen dargestellten Ebenen gehen aber alle durch den gesuchten 
Schnittpunkt und sind beziehlich der YZ-, der ZX- und der XY- Ebene 
parallel; aus ihren Gleichungen kann der gesuchte Schnittpunkt sofort 
gefunden werden. 

Ist also B(a, b^ c, d)=^ B(aj b, c) = 3, so schneiden sich 
jene drei Ebenen in einem im Endlichen liegenden Punkte, 
dessen Koordinaten durch die Proportion gegeben sind 

xiyieil =a — |6, c, d| :|c, d, a\: — \d, a, 6|:|a, &, c\. 

Ist dagegen JR(a, b, c, d) =^ 3, aber B(a, b, c) < S, d. h. ist 
I a, &, c I = 0, so erkennt man durch Ghrenzbetrachtungen leicht, dab 
mit unbegrenzt abnehmendem | a, b, c | der eindeutig bestimmte Schnitt- 
punkt der drei Ebenen ins unendliche rückt, aber so, daCs seine Ko- 
ordinaten Xj y, in dem völlig bestimmten Verhältnis 
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-|6, c, d|:|c, d, a|:-|d, a, 6| 

stehen. Alle drei Ebenen sind dann einer und derselben Geraden durch 
den AnÜEuigspunkt parallel; ihr Schnittpunkt ist ein ganz bestimmter, 
aber im unendlichen liegender Punkt 

Ist B (a, h, c, ä)^ 2f so ist eine der drei Gleichungen (7) 
überflüssig. Ist dies für /*" » der Fall, so geht E" durch die 
Schnittfigur von E und E\ Ist auch B (a, b, c) ~ 2, so besitzen 
jene beiden Ebenen eine einfache Mannig&ltigkeit im Endlichen 
liegender gemeinsamer Punkte, d. h. alle drei Ebenen schneiden 
sich in derselben geraden Linie, deren Gleichungen in (8a) ge- 
geben sind. Ist dagegen B (a, b,c,ä) = 2, aber B (a, b, c) < 2, 
so besitzen jene beiden Ebenen E und E' keine im Endlichen 
liegende Schnittlinie, dieselbe rückt vielmehr ins unendliche; 
jene beiden Ebenen E und E' und somit auch die dritte E" 
sind in diesem Falle parallel, ohne aber in eine einzige Ebene 
zusammenzufallen. 

Ist endlich JR(a, b, c, d)^ 1, so sind zwei der Glei- 
chungen überflüssig; alle drei Ebenen fallen also aufeinander. 
Ist zugleich i{(a, &, c) = l, so liegen diese drei zusammen- 
fjEJlenden Ebenen im Endlichen, ist dagegen B (a, b, c) = 0, 
so liegen sie im Unendlichen. 
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Elfte Vorlesimg. 

Anwendung der Determinanten dritter Ordnung anf die analytische Geometrie der 
Ebene. •— Die homogenen Ponktkoordinaten. — Die Gleichung der geraden Linie 
in homogenen Koordinaten. — Bestimmung des Dreiecksinhaltes aus den homogenen 
Koordinaten der Dreiecksecken. — Die Gleichung des Kegelschnittes, welcher durch 
f^Qnf gegebene Punkte geht. — Die homogenen Linienkoordinaten. — Die Gleichung 
des Punktes in homogenen Linienkoordinaten. •— Die Relation zwischen den drei 
homogenen Koordinaten einer geraden Linie. — Die Gleichung des Kreises in 
homogenen Linienkoordinaten. 

§ 1. 

Die Determinanten dritter Ordnung liefern ein Mittel^ nm die Anf- 
lOsnng von zwei homogenen Oleichnngen mit drei Unbekannten in sehr 
eleganter und für die analytische Oeometrie besonders brauchbarer 
Form zu geben. 

Durch zwei homogene Gleichungen für drei unbekannte 

deren Eoeffizientensystem vom Range zwei ist, sind die Verhältnisse 
der Unbekannten eindeutig; diese selbst also bis auf eine multiplikative 
Eonstante X bestimmt. Daher ist auch eine jede lineare Funktion 

(la) F=^ux + vy+ ivz, 

deren Eoeffizienten u, v, w beliebig gegebene Eonstanten sind, bis auf 
einen konstanten Faktor bestimmt, wenn Xj y, den beiden Glei- 
chungen (1) genügen sollen. Anstatt also x, y, e einzeln zu berechnen, 
kann man sich gleich die Aufgabe stellen, den Wert dieser linearen 
Form F für unbestinmite u, v, w zu finden; alsdaTin kann man aus ihm 
die einzelnen Unbekannten durch Spezialisierung bestimmen. 

Der Wert dieser Funktion F kann nun folgendermafsen ab 
Determinante dritter Ordnung geschrieben werden 

a, 6, c 

A(ti|6, c| + t?|c, a\ + w\a,h\)y 



(2) F^X 



M, t?, W 



§ 1. Anwendungen auf die analytiBche Geometrie der Ebene. 
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wo l eine willkfirliche Eonstante bedeutet; denn diese Detenninante 
ist homogen und linear in den Elementen u, v, w und yerschwindet 
identisch, sobald (u, Vj w) beziehlich gleich (a, hj c) oder gleich 
(a', b', c') gesetzt wird, 

Yer^eicht man diese Darstellmig von F mit der in (la) ge- 
gebenen, so erhält man durch Eoefi&zientenvergleichung auf einmal die 
vollständige Auflösung der beiden Gleichungen (1) in der Form 



(3) 



X* 






y-A 



c\a' 



a, b 



Sucht man nun den Wert einer nicht homogenen Funktion der 
beiden Variablen x und y 

unter der Voraussetzung, dafs x und y durch zwei lineare Gleichungen 

(4) ax + by + c^Oj a^x + 6'y + c' « 

eindeutig bestimmt sind, so kann diese Frage unmittelbar auf die 
soeben geloste reduziert werden. 

In der Tat genügt Fj als Funktion von (u, v, w) betrachtet, genau 
denselben Bedingungen, wie F in (2), jedoch ist der dort auftretende 
willkürliche Faktor X hier so zu bestimmen, dafs der Koeffizient von w 
gleich Eins wird. Hieraus ergibt sich die Gleichung 



(6) 












und durch Eoeffizientenvergleichung erhalt man die bereits früher ge- 
fundene vollständige Lösung der Gleichungen (4) 



(6) 



iC = 



l^cl 



y- 



|c,a. 



Wir wollen das erste der hier abgeleiteten Resultate zur Be- 
stimmung der Gleichung einer durch zwei Punkte 1 und 2 gehenden 
geraden Linie benützen. Sind (o^, y^ und (o^, y,) ihre Koordinaten, 
während x^ y die laufenden Koordinaten der Geraden sind, so kann 
nach (2) jene Gleichung folgendermaben in Determinantenform ge- 
schrieben werden 



(7) 



1, 


X, 


y 


1, 


«l, 


Vi 


1, 


^> 


Vi 



0; 
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denn diese Gleichung ist linear in (o?, y)^ und sie wird erf&llt, sobald 
diese Variablen durch die Koordinaten eines der beiden Punkte 1 
und 2 ersetzt werden. 

Der Punkt pj dessen Koordinaten {Zy y) sind, lieg^ somit dann 
und nur dann auf der Geraden 1, 2, wenn die Determinante (7) yer- 
schwindet Ist nun ein Punkt 3 beliebig in der Ebene angenommen, 
und setzt man seine Koordinaten (0%, y,) in die Determinante auf der 
linken Seite Yon (7) ein, so besitzt diese, falls die Punkte 1, 2, 3 
nicht in gerader Linie liegen, einen von Null yerschiedenen Wert, und 
aus der Darstellung dieser Determinante in der Form 



1| ^f Vi 
1> ^f Vz 






+ 






+ 



1^, »2 



ergibt sich mit Benutzung yon (la) auf S. 32, dafs sie dem doppelten 
Inhalte des Dreiecks 1, 2, 3 gleich ist, und zwar positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die ümlaufsrichtung (1, 2, 3) die positive oder 
negative bt. Der EinfEK^hheit wegen soll im folgenden der Wert dieser 
Determinante mit (1, 2, 3) bezeichnet werden. 

Hieraus folgt unmittelbar, daCs alle Punkte 3, deren Koordinaten 
Xf y die Gleichung 
(8) (l,2,3) = c 

befriedigen, auf einer Parallelen zu der Geraden 1, 2 liegen, welche 
durch die positive oder negative Konstante c eindeutig bestimmt ist 



§2. 

Wenn man in der analytischen Geometrie der Untersuchung ein 
gewohnliches rechtwinkliges oder schiefwinkliges Koordinatensystem zu 
Grunde legt, so zeigen die durchzuffihrenden Rechnungen und die 
Endresultate einen gewissen Mangel an Symmetrie, welcher die Über- 
sicht und Einsicht erschwert. Das erste und ein&chste Beispiel hierflir 
bietet der im vorigen Abschnitt gefundene Determinantenausdruck für 
den doppelten Dreiecksinhalt; in ihm ist die erste Kolonne von den 
beiden letzten verschieden gebildet 

um diesen Übelstand zu vermeiden, hat man in der analytischen 
Geometrie eine neue Art der Koordinatenbestimmung eingeführt, welche 
wir zunächst kurz auseinandersetzen wollen. 

Wir legen der Untersuchung drei gerade Linien I, 11, m, die 
sogenannten Fundamentallinien zu Grunde, von welchen nur an- 
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1, «, y 




1, «, y 




1, *, y 


i> U> % 


, (P,3,l) = 


1, Is. % 


, (P,l,2)- 


1, li> ni 


1, U> % 




1, li, % 




1> la> % 



genommen werden soll, daCs sie niclit durch einen und denselben Pnnkt 
gehen und daCs nicht eine einer anderen parallel ist. Ihre Schnittpunkte 
seien mit ly 2^ 3 und zwar so bezeichnet, 
dab der Punkt 1 der Fundamentallinie I 
gegenüberliegt u. s. w. Die Eckpunkte 
1, 2y 3 des durch die drei Fundamental- 
linien gebildeten sogenannten Funda- 
mentaldreiecks mögen in Bezug auf ein 
beliebiges rechtwinkliges Achsensystem 
die Koordinaten (l^, i^j), (5j, ly,), (Is, %) haben. — Ist dann p ein be- 
liebig gegebener Punkt (siehe Fig. 7) und sind {x^ y) seine Koordinaten^ 
so ist derselbe eindeutig bestimmt, wenn man die Werte von nur zwei 
der drei Determinanten 



(1) (P,2,3). 



kennt, denn durch jede von ihnen wird eine Parallele zu einer der 
drei Fundamentallinien bestimmt, und durch den Durchschnitt je zweier 
Parallelen ist ja der Punkt p eindeutig gegeben. Durch den Wert 
von nur zwei unter diesen Determinanten mvSs also der der dritten 
eindeutig bestimmt sein. Dies kann man analytisch sofort nachweisen 
und auch die zwischen jenen Determinanten bestehende Relation finden. 
Da dieselben nämlich lineare Funktionen von x und y sind, so besteht 
zwischen ihnen notwendig eine lineare Relation von der Form 

1{V> 2, 3) + mOp, 3, 1) + n(p, 1, 2) = c, 
wo If m, n, c noch zu bestimmende Konstanten sind, um diese Kon- 
stanten zu finden, lassen wir den bis jetzt ganz beliebig angenommenen 
Punkt p successive mit jedem der drei Fundamentalpunkte 1, 2, 3 
zusammenfallen. In den drei so sich ergebenden Gleichungen sind 
dann jedesmal zwei von den drei Determinanten (p, 2, 3), (p, 3, 1), 
(p, 1, 2) gleich Null, weil die zugehörigen Dreiecksinhalte versohwinden; 
dagegen wird die dritte gleich (1, 2, 3), d. h. gleich dem doppelten 
Inhalt des Fundamentaldreiecks, welcher ja von Null verschieden ist. 
Den drei so sich ergebenden Gleichungen 

Z(l, 2, 3) = m(l, 2, 3) = n(l, 2, 3) = c, 
durch welche das Verhältnis der vier Konstanten eindeutig bestimmt 
wird, genügt man aber, wenn man 

? = m=:n=:l, c=(l,2,3) 
setzt. Die gesuchte Determinantenrelation lautet also folgendermaßen 
(2) (p, 2, 3) + Cp, 3, 1) + (j), 1, 2) - (1, 2, 3). 
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Liegt der Punkt p innerhalb des Fundamentaldreiecks, so ist die 
Richtigkeit dieser Oleichnng unmittelbar einleuchtend, denn sie sagt 
dann aus, daCs die Summe der drei Dreieoksinhalte 
l>, 2,3, l>i 3,1, i>, 1,2 gleich dem Fundamental- 
dreiecke, und daCs die ümlaufsrichtung in allen die- 
selbe ist. Geometrisch gesprochen lafst sich der Inhalt 
^^ der Relation so ausdrücken, daCs die algebraische 
Summe der Inhaltsdeterminanten links gleich der 
Inhaltsdeterminante des Fundamentaldreiecks ist, wo auch der Punkt p 
innerhalb oder auTserhalb des Fundamentaldreiecks angenommen werde. 
Die Relation (2) können wir in der Form schreiben 

/o_N 0>i gl 8) . 0>, 8, 1) (Pj_l^) _ . 

^ ^ (1,2, 8) "^(1,2, 3) "^(1,2, 8) ^• 

Dann wollen wir die auf der linken Seite dieser Oleichung stehenden 
Quotienten als die homogenen Koordinaten des Punktes p ein- 
führen, und zwar wollen wir 

W «^i'-cTTSTs)' ""p^öT^T^)' '^^"■(i;^8) 

setzen. Die homogenen Koordinaten sind dann ihrem absoluten Werte 
nach beziehlich dem Verhältnis der drei durch p bestimmten Drei- 
ecke jp, 2, 3, J9, 3, 1, j9, 1, 2 zu dem Inhalt des Fundamental- 
dreiecks gleich, und jede gibt durch ihr Vorzeichen an, ob die Umlaufii- 
richtung des entsprechenden Dreiecks mit der des Fundamentaldreiecks 
übereinstimmt oder nicht.*) Von diesen drei Zahlen bestimmen schon 
zwei die Lage des Punktes p eindeutig, wahrend die dritte mit den 
beiden anderen durch die aus (2 a) folgende Oleichung 
(4) Up + Vp+Wp=^l 

zusammenhangt Die drei Zahlen (Up, Vp, Wp) sind für alle Punkte 
innerhalb des Fundamentaldreiecks positive echte Brüche, da akdann 
die Vorzeichen der drei Determinanten im Zahler von (3) mit dem 
der Determinante (1, 2, 3) übereinstimmen und die Summe der drei 
Koordinaten gleich Eins ist. Überschreitet aber der Punkt p eine der 
Fundamentallinien, so wird die zugehörige Koordinate offenbar negativ. 
Durch die drei Fundamentallinien wird die Ebene im ganzen in sieben 
Felder zerlegt, welche durch die Vorzeichen der homogenen Koordinaten 
ihrer Punkte eindeutig charakterisiert werden. Während nämlich für 
jeden Punkt innerhalb des Achsendreiecks alle drei Koordinaten positiv 

*) Oder, was dasselbe ist, es ist z.B. Up positiv oder negativ, je nachdem 
der Pankt p und der Fondamentalpnnkt 1 auf derselben Seite der Fundamental- 
linie I liegen oder nicht. 
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sind, haben die Punkte, welche in einem der drei Scheitelwinkel des 
Achsendreiecks liegen, zwei negative und eine positive Koordinate; 
hingegen ist für die den Dreiecksseiten anliegenden Felder immer nnr 
einer der drei Quotienten negativ. Ausgeschlossen ist mithin, dals 
alle drei Koordinaten negativ werden können; sonst könnte ja auch 
nicht für jeden Punkt jp die Relation Up+ Vp+Wp==l bestehen. Fällt 
p mit dem ersten', zweiten oder dritten Fundamentalpunkte zusammen, 
so sind die Koordinaten von jp offenbar beziehlich 

(5) (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). 

Die homogenen Koordinaten (Up, Vp, Wp) eines Punktes jp können 
geometrisch in sehr verschiedener Weise definiert werden. Bezeichnet 
man z. B. die senkrechten AbstiLnde eines Punktes p von den drei 
Fundamentallinien I, ü, UI beziehlich durch (jp, I), (jp, U), (p, HL) 
und die Seitenlangen des Achsendreiecks durch (2, 3), (3, 1), (1, 2) 
und beachtet man, daCs z. B. die beiden Dreiecke (p, 2, 3) und (1, 2, 3) 
dieselbe Gbruaidlinie 2, 3 besitzen, dals sich also ihre Inhalte wie die 
Hohen (p, I) und (1, I) verhalten, so ergibt sich für Up der Ausdruck 

'^^ (1,2,8) (1,1)' 

Dieses Verhältnis hat das positive oder negative Vorzeichen, je nach- 
dem die beiden Punkte p und 1 auf derselben oder auf verschiedenen 
Seiten der Fundamentallinie I liegen, je oachdem also die Richtungen 
von (p, I) und (1, I) gleich oder entgegengesetzt sind. An Stelle der 
senkrechten Abstände hätte man, was hier beiläufig erwähnt werden 
mag, für (1, I) und (jp, T) auch die Abstände jener Punkte von der 
Achse I, gemessen auf irgend zwei durch 1 und p gezogenen Parallelen, 
wählen können, da ja ihr Verhältnis dem der senkrechten Abstände 
{^eich ist 

Da sich nun für die beiden anderen Koordinaten Vp und Wp ganz 
analoge Ausdrücke ergeben, so erhält man die folgende Darstellung 
für die homogenen Koordinaten des Punktes p 

Es bedeuten also die homogenen Koordinaten eines Pimktes p auch die 
mit den richtigen Vorzeichen genommenen Verhältnisse seiner Abstände 
von den drei Achsen zu den zugehörigen Höhen des Achsendreiecks. 
Die zvrischen den Koordinaten bestehende identische Relation (4) geht 
jetzt über in (^^ (^^ (p, m) . 

(i,I)"^'(2,n)"^(3,III)"'-^ 
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Jede gerade Linie P teilt die ganze Ebene in zwei getrennte Halb- 
ebenen. Wir wollen diese beiden Seiten der Geraden als die positive 
und die negative voneinander unterscheiden, und wollen den Abstand 
eines Punktes p von jener Geraden mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen versehen, je nachdem er anf der positiven oder negativen 
Seite von P liegft. Welche von jenen beiden Seiten wir als die 
positive bezeichnen wollen, ist vollständig beliebig. Für die drei 
Fundamentallinien wollen wir jene Bestimmung so getroffen denken, 
dais das Innere des Fundamentaldreiecks stets auf der positiven Seite 
liegt Dann sind die Abs1»nde (1, I), (2, II), (3, III) samtlich positive 
Zahlen, und die einzelnen Koordinaten (Up, Vp, w^ eines Punktes sind 
positiv oder negativ, je nachdem p auf der positiven oder negativen 
Seite der betreffenden Fundamentallinie liegt. 

§3. 

Während man die homogenen Koordinaten (tip, Vp, «;,) eines 
Punktes jp, wie im vorigen Abschnitte dargelegt wurde, in sehr ver- 
schiedener Weise geometrisch interpretieren kann, sind sie analytisch 
betrachtet nichts anderes als drei lineare Funktionen der rechtwinkligen 
Koordinaten {x^ y) von p 

Up^a^x + \y + c^ 

(1) Vp=-a^x + h^y + c^ 

Wp^a^x + h^y + c^^ 

deren Determinante la^, bj, Ci\ von Null verschieden ist, und deren 
neun Koeffizienten von der Lage des Achsendreiecks abhangen und 
der Bedingung 

(la) Up + Vp + Wp=-l 

genügen. Man kann daher die Grölsen x^ y und mit Hilfe von (la) 
auch die Zahl 1 homogen und linear durch (tfp, t;^, w^ ausdrücken. 
Aus der Auflösung von (1) und aus (la) ergeben sich also drei 
Gleichungen von der Form 

(2) » = «2W/» + Avp + y2«V» 

1= tip+ Vp+ Wp. 

Hieraus folgt, dafs die Gleichung einer jeden algebraischen Kurve 
f{Xj y) => durch Einführung der Koordinaten Up, Vp, Wp homogen 
gemacht werden kann, und diesem umstände verdanken die homo- 
genen Koordinaten ihren Namen. Stellt nämlich f{xy y) « eine 
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algebraiflche Kurve vom n*^ Ghrade dar, so ist ihre linke Seite eine 
Samme von lauter Oliedem 



l,m 



für welche die Summe 1 + m^n ist. Schreibt man also f(x, y) in 
der Form ^(^, y)^j:. y„. (!),_(,+., 



und fährt dann an Stelle von x, y, 1 ihre Ausdrücke (2) durch die 
homogenen Koordinaten (Up^ Vp, tVp) ein, so erhalt man offenbar einen 
Ausdruck yon der Form 

F(up, Vp, Wp) = TÄ^^y^v^w;, 

in welchem die Dimension (A + fi + i;) jedes Summanden dieselbe und 
zwar gleich n ist. 

So muls z. B. die homogene Gleichung jeder geraden Linie von 
der Form sein ^^^ ^ ^^^ ^ (jtCp - 0. 

Wir wollen dieses Resultat benützen, um die homogene Oleichung 
der geraden Linie au&ustellen, welche durch zwei beliebig gegebene 
Punkte 4 und 5 mit den Koordinaten (u^, v^, w^ und (Ug, v^^ ic^) hin- 
durchgeht Diese Gleichung kann folgendermalsen in Determinanten- 
form geschrieben werden 

M4, V4, W4 



(3) 



«6> 



"6» 



»j,, Vp, 



Wt 
W» 



m 



= 0; 



denn dieselbe bt homogen und linear in Up, Vp, Wp und ist offenbar 
erfüllt, wenn der Punkt jp mit einem der beiden Punkte 4 oder 5 
zusammenfallt. Addiert man in dieser Determinante die beiden ersten 
Kolonnen zur letzten, so werden alle Elemente derselben nach (2) 
gleich 1, und man erhalt die folgende Darstellung der gesuchten Glei- 
chung in nicht homogener Form 

u., t;., 1 



(3a) 



'4^ 



^A9 

«'s; 



= 0. 



Sind (ti0, t^e; w^ die Koordinaten eines dritten festen Punktes 6, 
80 wird die Determinante 

w^» t;^, Wi 



(4) 



^4> 



«'s; 



«^5 



nach (3) dann und nur dann yerschwinden, wenn die drei Punkte 4, 6, 6 
in gerader Linie liegen. 
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Es liegt jetzt nahe, nach der Bedeutung dieser Determinante zu 
fri^en^ för den Fall; daCs 4, 5, 6 drei ganz beliebig in der Ebene 
angenommene Punkte sind. Sind nun (x^, y^, {x^, y^), (x^, y^) die 
rechtwinkligen Koordinaten der drei Punkte 4^ 5, 6, und ersetzt man 
in der Determinante (4) die homogenen Koordinaten vermittelst der 
Gleichungen (1) durch ihre Ausdrücke in den rechtwinkligen Koordi- 
naten^ so erhält man 

f\ui,Vi,Wi\=^\aiXt+hiyi+Ci, a^Xi+b^yi+ c^, (hXi+b^yi+ (^\, 

und hieraus ergibt sich unter Anwendung des Multiplikationssatzes 



«4, »4, «'4 




«4, ^4, 1 




Ol, «,, 0, 




«1, 0,, o. 


«5» ^5, Wj 


= 


äi, »5» 1 




h> K h 


= (4,5,6) 


f>u K h 


««, ««, W« 




««» Vt, 1 




*1> *'»> ^s 




Cl, c,, c, 



Um nun noch die Substitutionsdeterminante auf der rechten Seite 
dieser Gleichung zu bestimmen, lassen wir die bis jetzt ganz willkür- 
lich angenommenen Punkte 4, 5, 6 bezw. mit den Eckpunkten 1; 2, 3 
des Fundamentaldreiecks zusammenfallen. Da alsdann die Determinante 
I ^if Vif ^i I luich (5) des vorigen Abschnittes in 

1, 0, 

0, 1, =1 

0, 0, 1 

übergeht; so ergibt sich zur Bestimmung jener Snbstitutionsdeter- 
minante die Gleichung 



1 = (1,2,3) 



ölt (^^ 



%y 



K hy h 



^if 



dieselbe ist also dem reziproken Werte von (1^ 2, 3) gleich, 
folgt für die gesuchte Determinante (4) die Gleichung 



Hieraus 



(5) 



M4, »4, «?4 
W6> «^5^ «^6 

We, Ve. ^6 



(4,6,6) 
(1,2,8)' 



sie ist demnach gleich dem Verhältnisse des Dreiecks (4, 5, 6) zum 
Achsendreieck; positiv oder negativ genommen, je nachdem der Um- 
laufssinn jener beiden Dreiecke derselbe oder der entgegengesetzte ist. 

Bedeuten wieder 
Punktes p, so stellt die Gleichung 



tip, Vpj Wp die Koordinaten eines beliebigen 



% 



'47 ^4> 



Wa 



^C=:^C{Up+Vp+%Vp) 
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nach (8) auf S. 182 eine ganz bestimmte Parallele zu der durch 4 mid 5 
gelegten Geraden dar, da sie auch in der Form 

(4,5,j>) = c.(l,2,3) = C7 

geschrieben werden kann. Speziell stellen die drei Gleichungen 

Up =B const, Vp = const; tOp =» const 

Parallelen bezw. zur ersten, zweiten oder dritten Achse dar, während 
die Achsen oder die Fundamentallinien selbst durch 

Up = 0, Vp==0, Wp = 
charakterisiert sind. 

Als zweite Anwendung der homogenen Koordinaten wollen wir 
die Gleichung des durch fünf gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 hindurch- 
gehenden Kegelschnittes aufsuchen. Schreibt man die Gleichung eines 
Kegelschnittes in homogenen Koordinaten, so wird ihre linke Seite eine 
homogene Funktion der Koordinaten Up^ tTp, Wp von der zweiten Dimen- 
sion. Kann man also eine solche Funktion bestinmien, welche fOr f&nf 
gegebene Wertsysteme von Up, Vp, Wp verschwindet, so stellt sie, gleich 
Null gesetzt, den gesuchten Kegelschnitt dar, da dieser im allgemeinen 
durch fünf seiner Punkte eindeutig bestimmt ist. 

Eine solche Gleichung kann aber leicht gebildet werden. Es 
seien allgemein 

die homogenen Koordinaten der fünf gegebenen Punkte, bezogen auf 
ein beliebiges Koordinatendreieck, und Up, Vp, tVp die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes. Setzt man dann zur Abkürzung 

und bezeichnet die anderen ähnlich gebildeten Determinanten ent- 
sprechend, so stellt die Gleichung 

(6) X[p, 1, 2][p, 3, 4] -M[i), 1, 3][i», 2, 4] = 

offenbar für jeden Wert der Parameter A und /t einen Kegelschnitt dar, 
welcher durch die Punkte 1, 2, 3, 4 hindurchgeht; denn die linke 
Seite ist in den laufenden Koordinaten Ton p vom zweiten Grade, und 
die Gleichung ist erfüllt, sobald man p mit einem jener vier Punkte 
zusammenfallen laust, weil alsdann in jedem der beiden Produkte ein 
Faktor verschwindet. Soll nun der Kegelschnitt auch durch den letzten 

Punkt 5 hindurchgehen, so ist das Verhältnis — so zu bestimmen, dab 



«« 


Vp, 


Wj, 


«1» 


»1, 


Wl 


«s» 


V», 


w» 
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A[5, 1, 2] [5, 3, 4] = m[5, 1, 3] [5, 2, 4] 

wird, und wenn man den 80 gefundenen Wert von -- in die obige 
Gleichung einsetzt, so ergibt sich für die Oleichnng des gesuchten 
Kegelschnittes der folgende elegante Ausdruck 



(6a) 



[j),l,2][l),8,4] rp,l,8][|), 2,4] 
[6, 1,2J[5,3,4] [6, 1,8J[Ö,2,4]* 



Die hier benützte Methode wird in neuerer Zeit in der analytischen 
Oeometrie yielfach angewendet 

Will man die Gleichung des Kegelschnittes in rechtwinkligen 
Koordinaten haben, so genügt es, die Determinanten [p, 1, 2] u.s.w. 

^P, Vpy 1 

durch die entsprechenden Determinanten (p, 1, 2) » x^j y^, 1 u.s.w. 

zu ersetzen, da sich diese Ton jenen nach (5) nur durch den reziproken 
Wert der Inhaltsdeterminante des Fundamentaldreiecks unterscheiden, 
welche sich in der Gleichung von selbst forthebt 



§4. 

In der Ebene steht dem Punkte die Gerade in der Webe gegen- 
über, dals im allgemeinen aus jeder Beziehung zwischen einer Anzahl 
von Punkten eine entsprechende zwischen einer gleichen Anzf Al von 
geraden Linien entspricht Aus diesem Grunde ist es zweckmälsig, den 
kartesischen oder den homogenen Koordinaten eines Punktes die Linien- 
koordinaten gegenüberzustellen, und auch hier kann man homogene 
und nicht homogene Linienkoordinaten der Untersuchung zu Grunde 
legen. Hierdurch gelangt man zu einer zweifeu^hen geometrischen 

Interpretation von nicht 
homogenen Gleichungen mit 
zwei oder von homogenen 
Gleichungen mit drei Variab- 
len und gewinnt ein Über- 
tragnngsprinzip für geome- 
trische Sätze, welches man 
als das Prinzip der Du- 
^^•^- alität bezeichnet hat, und 

das für die ganze neuere Geometrie von fondamentaler Bedeutung ge- 
worden ist 

Die homogenen Koordinaten einer Geraden kann man ganz 
analog den Punktkoordinaten folgendermafsen definieren. Bezeichnet 




§ 4. Die homogenen Linienkoordinaten. 191 

man wiederum die drei Ecken des Fmidamentaldreiecks mit 1, 2, 3, 
die ilmen gegenüberliegenden Seiten beziehlich durch I, TL, HL, und 
ist P irgend eine gerade Linie in der Ebene ^ so ist ihre Lage eindeutig 
bestimmt, wenn man ihre kürzesten Entfernungen 

(P, 1), (P, 2), (P, 3) 

Yon den Ecken des Fundamentaldreiecks kennt, da die Gerade P ja 
die gemeinsame Tangente an die mit jenen Längen ab Radien um die 
drei Eckpunkte beschriebenen Kreise ist. 

Führen wir abo die Verhältnisse dieser drei Abstände zu den 
senkrechten Abstanden 

(I, 1), (H, 2), (m, 3) 

der entsprechenden Dreiecksecken von ihren Gegenseiten als Koordi- 
naten der Geraden P ein, setzen wir abo 

W ^^071)"' ^^"-0172)' ^^~P78)' 

so bt die gerade Linie P durch ihre Koordinaten {Up, Vp, Wp) ein- 
deutig bestimmt. Diese Gleichungen sind yöllig analog den in (6) 
auf S. 185 aufgestellten für die homogenen Koordinaten eines Punktes. 

Sind von den drei Koordinaten (1) der Linie P nur zwei, etwa 
die beiden ersten, gegeben, so bt P bereits ab eine der vier gemein- 
samen Tangenten an die beiden mit (P, 1) und (P, 2) um 1 und 2 be- 
schriebenen Krebe bestimmt. Auch hier können abo die drei homo- 
genen Koordinaten einer Geraden nicht willkürlich angenommen werden, 
sondern es besteht eine identbche Beziehung zwischen ihnen, welche 
au£EUSuchen der Zweck der folgenden Überlegungen ist 

Ist p ein beliebiger Punkt in der Ebene mit den homogenen 
Koordinaten (wp, Vp, Wp) und {p, P) sein senkrechter Abstand von der 
Geraden P, so ist dieser eine lineare Funktion der kartesbchen, abo 
eine homogene lineare Funktion der Dreieckskoordinaten (up, Vp, tOp) 
von p. Es besteht abo für diesen Abstand eine Gleichung 

(P,p)=^ÄUp + Bvp + Cwp. 

Die noch unbekannten Konstanten Ä, B, C bestimmen sich leicht, 
wenn man den willkürlich angenommenen Punkt p successive mit den 
Ecken 1, 2, 3 des Fundamentaldreiecks zusammenfallen labt. Berück- 
sichtigt man nämlich wieder die Gleichungen (5) auf S. 185, so ei^bt 
sich 

^ = (P,l), B = (P,2), C'-(P,3), 
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oder wenn man die homogenen Koordinaten (1) der Linie P einfährt^ 

A^h^üp, B^\Vp, C'^h^Wp, 

wo die Dreieckshöhen (1, 1), (II, 2), (III, 3) zur Abkürzung mit 
\}\i\ bezeichnet sind. 

Hieraus ergibt sich die wichtige Fondamentalformel 

(2) \upUp + hVpVp + \WpWp^{P,p), 

durch welche der senkrechte Abstand eines beliebigen Punktes p von 
einer beliebigen Geraden P durch ihre homogenen Koordinaten aus- 
gedrückt wird. 

Haben der Punkt p und die Gerade P yereinigte Lage, d. h. liegt 
der Punkt p in der Geraden P, so wird in dieser Gleichung die rechte 
Seite zu Null, und dieselbe stellt dann ebensowohl die Gleichung der 
geraden Linie P in Punktkoordinaten, ab die Gleichung des Punktes p 
in Linienkoordinaten dar, während die Koeffizienten, die im ersten 
Falle (Äj Upy Ä, Vpy h^ Wp), im zweiten (ÄjMp, \Vp, h^Wp) sind, ihre un- 
mittelbare geometrische Bedeutung haben. Speziell stellen 

(3) t*i>«=0, Vp^O, Wp = 0, 

beziehlich die Gleichung der ersten, zweiten oder dritten Fundamental- 
linie in Punktkoordinaten, und 

(3a) Z7p = 0, Fp = 0, TTp-O 

die Gleichungen der drei Fundamentalpunkte in Linienkoordinaten dar. 
Um nun die gesuchte Fundamentalrelation für die drei homogenen 
Koordinaten (JTp, Vp, Wp) der Linie P zu erhalten, schreiben wir 
die Gleichung (2) in der Form 

(P,i>)= J7p(i,i>)+ Fp(n,i>)-t- Wp(m,p) 

und lassen hierin p mit zwei beliebig angenommenen Punkten 4 und 5 
zusammenfallen. Subtrahiert man dann die beiden so entstehenden 
Gleichungen voneinander, so erhalt man 

((P, 4) - (P, 5)) = J7p((I, 4) - (I, 5)) + Fp((n, 4) - (H, 5)) 

(4) 

+ Trp((m,4)-(m,5)). 

Bezeichnet man aber mit V eine zu der beliebig gewählten Linie 4, 5 
senkrechte Gerade, so besteht ftlr jede Lage der Geraden P die Gleichung 

(P,4)-(P,6) = (4,6)coB(P,V), 

und zwar kann man die Seiten von Y von vornherein so bestimmen, 
daTs in dieser Gleichung (4, 6) den absoluten Wert der Entfernung der 



§ 4. Die Relation zwischen den homogenen Linienkoordinaten. 193 

beiden eingeklammerten Punkte bedeutet, während imter (P, Y) ein 
für allemal derjenige Winkel zu yerstehen ist; welcher durch die 
positive Seite der einen nnd die negative Seite der anderen Geraden 
gebildet wird. Beachtet man also diese Gleichungen, sowie die drei 
entsprechenden für die auf der rechten Seite von (4) auftretenden 
Differenzen für ((I, 4) — (I, 5)), ..., so ergibt sich die Relation 

(5) cos(P, V)= UpCos(I,Y)+ FpCos(n, V)+ TTpCosCHI, V), 

und in ihr kann offenbar wieder die positive Richtung der willkürlich 
angenommenen Geraden Y ebenfalls ganz beliebig gewählt werden. 
Diese wichtige Gleichung bestimmt also den Winkel {P, Y) der ge- 
wählten Geraden P mit einer ganz beliebigen Geraden Y aus den Ko- 
ordinaten von P und den Winkeln (I, Y), (ü, Y) und (DI, Y), welche 
jene Gerade Y mit den drei Fundamentallinien bildei 

Läist man nun zunächst die Gerade Y mit P zusammenfallen; so 
ergibt sich 

(6) 1 = ?7pCos (I, P) + Fpcos (II, P) + TTpCos (TU, P), 

und wenn man femer in (5) die Gerade Y mit jeder der drei Achsen 
I, n, m zur Deckung bringt, so erhält man fQr die drei in (6) auf- 
tretenden Kosinus die Gleichungen 

cos (I, P) = Z7p + FpCos (I, n) + TTpCos (I, HI) 

(7) cos(n, P) = ?7pcos(n, I)-f Fp - + TFpCos(n, m) 

cos (m, p) = ?7pcos(m, I) + Fp cos (m, n) + Wp. 

Setzt man diese Werte in die Gleichung (6) ein, so erhält man die 
gesuchte Relation zwischen den homogenen Koordinaten einer jeden 
geraden Linie 

1 = J7; + F; -f TFp + 2 t/p Fp cos (I, n) + 2 FpTTp cos (H, HI) 

+ 2 WpUp cos (m,I), 

oder wenn wir den Index P fortlassen und die Dreieckswinkel (I, II), 
(n, m) und (in, I) durch (3), (1), (2) bezeichnen, 

(8) 1 = CT« -f F* + TT* + 2 J7FC0S (3) + 2 FTFcos (1) + 2 TTCTcos (2). 

Diese fOr die Linienkoordinaten (27, F, W) bestehende Gleichung 
läfst sich noch auf eine andere Form bringen. Es sei P' die durch 1 
zu P gezogene Parallele und U', V und W ihre Koordinaten. Da 
U' offenbar gleich Null ist, so geht fOr sie die obige Relation über in 

(8a) 1 =- F'» + TT'» + 2 r TT' cos (1). 

Kron«ok«r, Df miinanien. 1$ 
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Nun kann man aber leicht 7' und W durch die Koordinaten von P 
ausdrücken. In der Tat folgt aus den fOr die parallelen Geraden P 
und P' bestehenden Gleichungen 

(P', 1)-(P, 1) = (P', 2) -(P, 2) = iP', 8)-(P, 8) 
und aus dem Umstände; dals (P', 1) gleich Null ist, 

(P', 2) = (P, 2) - (P, 1), (P', 3) = (P, 8) - (P, 1), 
und hieraus ergibt sich 

'^ (n,2)-'' (1,1) '01,2)- '^ ^(n,2) ^ ^28 

da die Hohen (I, 1) und (11; 2) des Achsendreiecks den entsprechenden 
Dreiecksseiten 23 und 81 umgekehrt proportional sind. Genau ebenso 
erhalt man _. 

Setzt man diese Werte von F' und W in (8 a) ein, so ergibt sich 
für die ursprüngliche Relation nunmehr der folgende einfachere aber 
nicht symmetrische Ausdruck 

Mit Benutzung dieser identischen Relation zwischen den Koordinaten 
einer beliebigen Geraden kann nun ähnlich wie bei den Punktkoordi- 
naten jede Gleichung zwischen {U, V, W) homogen gemacht werden. 
Als Beispiel für diese Anwendung der homogenen Linienkoordinaten 
betrachten wir die Gleichung eines Kreises vom Badius R, dessen 
Mittelpunkt p die homogenen Koordinaten (u, v, w) hat; d. h. wir 
suchen die Bedingung für die Koordinaten (JJj V, W) einer geraden 
Linie {; damit diese von |>»(U; v, w) den senkrechten Abstand E habe. 
Nach (2) lautet diese aber 

(9) h^uU+h^vV+h^wW^R, 

wo hif h^f h^ wieder die Höhen des Achsendreiecks sind; und dies ist 
daher die gesuchte Gleichung des KreiseS; jedoch noch nicht in homo- 
gener Form. Um dieselbe homogen zu machen; erheben wir beide 
Seiten ins Quadrat und formen ihre rechte Seite mit Hilfe der iden- 
tischen Relation (8) um. Dann geht die Gleichung in die folgende 
über; welche homogene Form hat 

(Jh^U+h^vV+\wWy^R\U^+V'+W^+2ürcos(S) 
^ *^ +2 FTFcos (1) + 2 TTCTcos (2)). 
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Betrachtet man speziell den dem Fnndamentaldreieck eingeschrie- 
benen Ereisy so molB die Gleichung (9) befriedigt sein, wenn man die 
Linie { mit einer der drei Achsen I, U, JH zusammenfallen lafst, d. h. 
wenn man je eine der Koordinaten U, V, W gleich Eins, die beiden 
anderen gleich Null setzt Aus den drei so sich ergebenden Gleichungen 

(10) ÄiU = Ää,t? = Ä,«{; = B, 

welche aussagen, dals der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises 
von den drei Achsen eine und dieselbe Entfernung hat, eigibt sich 
nun die gesuchte Gleichung in der nicht homogenen Form 

(11) U+r+ TT-l. 

Setzt man die in (10) gefundenen Werte von u,v,w in die Gleichung (9 a) 
ein, so geht diese nach leichten Umformungen über in 

(IIa) J7Fsin*^-J+ FTTsin«^) + TFJ7sin*^^-0; 

dies ist abo die Gleichung des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kreises in ihrer homogenen Form. 
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Zwölfte Vorlesung. 

Die Determinanten vierter und fünfter Ordnung. — Ihre Hanpteigenschaften. — 
Anwendungen der Determinanten vierter Ordnung in der Geometrie der Ebene. — 
Das Produkt zweier Dreiecksinhalte. — Beide Dreiecke sind demselben Kreise 
einbeschrieben. — Kongruente Abbildung zweier Körper aufeinander. — Die kon- 
gruenten Abbildungen erster und zweiter Art. — Orthogonale Systeme. — Ihre 
Haupteigenschaften. — Dekomposition der orthogonalen Systeme. 

§ 1. 

Wir wolleu nun eine Auflösungsmethode von drei homogenen 
Gleichungen mit vier Unbekannten geben^ welche der im § 1 der elften 
Vorlesung fOr zwei Gleichungen mit drei Unbekannten gegebenen voll- 
ständig analog ist; durch diese Auflösung werden wir von selbst auf die 
Determinanten vierter Ordnung geführt; deren charakteristische Eigen- 
schaften hier nur deshalb noch hervorgehoben werden sollen; weil 
sie in der analytischen Geometrie des Raumes genau dieselbe wich- 
tige Rolle spielen; wie die Determinanten dritter Ordnung in der 
Geometrie der Ebene. 

Durch die homogenen linearen Gleichungen 

fi = CLiX + \y + c^z + diM = 

(1) ft^(h^ + hy + ^2^ + rfgw = 

fz=(h^ + hy + ^8^ + d^u = 0, 
deren Eoeffizientensystem vom Range drei sein mögC; werden die vier 
Unbekannten bis auf eine multiplikative Eonstante vollständig be- 
stimmt. Es ist nämlich 

wo X eine willkürliche Eonstante bedeutet. 

Infolgedessen ist auch der Wert einer jeden linearen Funktion 

(3) f=^ax + by + cis + du 

mit beliebigen Eoeffizienten (a, b, c, d) bis auf eine multiplikative Eon- 
stante völlig bestimmt; wenn die vier Variablen den Gleichungen (1) 
Geometrie bei der eindeutigen Abbildung dreifacher Mannigfedtigkeiten 
aufeinander. 
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genügeu sollen. Setzt man nämlich die vorher gefundenen Werte der 
Unbekannten in den Ausdruck von f ein, so geht derselbe über in 

£b ist also f bis auf den willkürlich anzunehmenden Faktor X gleich 
einem ganz bestimmten aus den 16 Koeffizienten von /) fi, f^, /s ge- 
bildeten Ausdruck, welcher ausgeschrieben folgendermafsen lautet 



(5) 



Wir wollen ihn die Determinante des Eoeffizientensystemes 



6i, Ci, c?i 




«l; <^17 ^1 




a^, 6i, d^ 




«1, 6i, Ci 
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nennen und ihn durch 
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d. 
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oder, wo kein Miüsverstandnis zu befürchten ist, kürzer durch 

\a,b,c,d\ 

bezeichnen. Diese Determinante besitzt vier Zeilen und vier Kolonnen 
und soll deshalb eine Determinante vierter Ordnung genannt 
werden. 

Aus dem Ausdrucke (5) der Determinante vierter Ordnung kann 
nun mit Leichtigkeit gefolgert werden, da& sie genau dieselben 
charakteristischen Eigenschaften besitzt wie die Determinanten zweiter 
und dritter Ordnung. 

Zunächst ist sie eine homogene lineare Funktion der Elemente 
einer beliebigen Horizontalreihe; denn dieses lehrt der Augenschein 
für die erste Zeile, während dasselbe für die übrigen Zeilen aus der 
analogen Eigenschaft der Determinanten dritter Ordnung folgt. Femer 
verschwindet \a,b,c,d\y wenn die Elemente zweier Zeilen beziehlich 
gleich sind. Sind nämlich von den drei letzten Zeilen zwei einander 
gleich, so verschwinden die vier Determinanten dritter Ordnung, welche 
in (5) die Koeffizienten von a, b, c und d sind, und somit auch \a,bfC,d\ 
selbst. Ist aber die erste Zeile etwa der zweiten gleich, so geht der 
Ausdruck (5) über in 
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mid dieses ist identisch Null, wie in (5) auf S. IIS bewiesen wurde. 

Hieraus folgt aber genau wie auf S. 126, dals die Determinante 
bei Yertauschung zweier Zeilen nur ihr Vorzeichen ändert, und dals 
sie ungeandert bleibt, wenn man zu den Elementen einer Zeile ein be- 
liebiges YielfEhches der entsprechenden Elemente einer anderen addiert 

Ghmz dieselben Sätze gelten aber auch fQr die Yertikalreihen oder 
Kolonnen der Determinante vierter Ordnung. Aus ihrer Darstellung 
in (5) geht nämlich unmittelbar hervor, dals sie in den Elementen 
einer jeden Kolonne linear und homogen ist, und fast ebenso ein&ch 
folgt, dals sie verschwindet, sobald die Elemente zweier Kolonnen 
einander beziehlich gleich sind. Sind nämlich z. B. die Elemente h 
gleich den entsprechenden a, so verschwinden in (5) die beiden letzten 
Summanden identisch, während die beiden ersten einander aufheben. 
Aus diesem Satze flielsen dann sofort alle oben fQr die Verbindung 
zweier Zeilen gezogenen Folgerungen auch f&r die Kolonnen. 

Auch hier kann man nun genau so wie dies in der neunten 
Vorlesung fOr Systeme von 9 Elementen geschah, beweisen, dals 



eine Funktion der 16 Elemente des Systemes 



welche linear und homogen ist in Bezug auf die Elemente jeder Zeile 
desselben, und welche verschwindet, sobald zwei Zeilen einander gleich 
sind, sich von der Determinante | a, &, c, (2 1 nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheiden kann; und genau dasselbe gilt auch fOr die Vertikal- 
reihen. Nimmt man also zu diesen Eigenschafken noch die aus (5) un- 
mittelbar folgende Tatsache hinzu, dafs die Determinante gleich Eins wird, 
sobald man das System (a, b, c, d) durch das Einheitssystem vierter 
Ordnung ersetzt, so ist durch sie die Determinante eindeutig bestimmt 
Hieraus folgen nun alle weiteren Eigenschaften dieser Determinanten. 
Wir wollen nur zwei von ihnen erwähnen, welche im folgenden be- 
nützt werden sollen. Da die Determinante in Bezug auf ihre Vertikal- 
reihen genau dieselben charakteristischen Eigenschafben besitzt wie für 
die Horizontalreihen, so bleibt sie ungeandert, wenn man ihre Zeilen 
und Kolonnen vertauscht, d. h. es ist 
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(6) 
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Komponiert man femer zwei beliebige Systeme vierter Ordnung 

6, c, 
und 



ß, ß', ß", ß'" 

y, r', y", r'" 

m 



u, d', d", d 



a, Of Cf d 

<hf ^; ^i; ^1 
Oj, 6„ Cj, dj 



«8^ ^s; <kf ^5^ 



genau in derselben Weise miteinander, wie dies früher fOr Systeme 
zweiter und dritter Ordnung angegeben wurde , so erhalt man ein 
neues „komponiertes System^ 

(a, a\ «", a"')(a, 6, c, ä) =*(Zaa, Za6, Zac, Zad), 

wo sich die Summation immer auf alle oberen Indizes beziehen 
soll. Die Determinante dieses neuen Systemes ist nun offenbar eine 
lineare homogene Funktion der Elemente jeder Kolonne der ersten 
Komponente und verschwindet identisch, sobald zwei Kolonnen des ersten 
Systemes übereinstimmen. Dieselbe unterscheidet sich daher von der 
Determinante | a, «', a", «'" | nur durch eine von den (a, a\ a", a'") 
unabhängige Qrölse, d. h. es ist 

I (a, «', a", a^"){a, b,c,d)\^\a, a\ a\ «'" | «(a, 6, c, d). 

Ersetzt man aber, um den Faktor <P zu bestimmen, das erste System 
durch das Einheitssystem, so geht die linke Seite über in | a, &, c, c{ |, 
während die rechte gleich <P(a, &, c, (Q selbst wird. Es besteht somit 
auch für Determinanten vierter Ordnung der Multiplikationssatz 



(7) 



"Laa, "Zah, Zac, Tad 
Zßa, Ißb, Zßc, Zßd 
"Zya, "Lyh, "Lyc, Zyd 
Zda, Tdb, Zdc, Zdd 







a, 6, c, d 


ß, ß\ ß^\ ß^" 




Ol, 6i, Cj, dl 


Yf ?\ y", y'" 




0,, ftj, c,, d. 


*, d\ d", *''' 




«s» J^s; ^^ ^ 



Endlich will ich noch kurz auf die entsprechenden Sätze für die 
Determinanten fünfter Ordnung hinweisen, weil wir auch diesen 
mitunter bei unseren geometrischen Anwendungen begegnen werden; 
jedoch wollen wir auf sie nicht ausführlich eingehen, da die bezüg- 
lichen Resultate ebenso einfach aus der allgemeinen Theorie folgen 
werden. 

Betrachtet man vier homogene lineare Gleichungen mit fünf Un- 
bekannten und unbestimmten Koeffizienten 



(8) 



/; = OiO? + biy + c^sf + d^u + c^t; = 
fi^(h^ + 6,y + c,£r + d;w + Cjf? = 
/i = «sa; + bf^y + c^0 + d^u + e^V'='0 
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so kann man ihre Lösung mit Hilfe der Determinanten vierter Ordnung 
leicht angeben. Aus dem zugehörigen Kpeffizientensysteme 



(a, 6, c, d, e) = 



<hj hy ^i; ^i; ^' 

Ö2; O2, ^2, Og, ög 

«3; ^8; ^81 ^^ ^ 

^4> ^4^ ^4> ^4; ^4 



kann man nämlich fOnf verschiedene Determinanten vierter Ordnung 
dadurch bilden, dals man je eine Kolonne fortlalBt imd dann die 
übrigen zu einer Determinante vierter Ordnung vereinigt Bezeichnen 
wir diese Determinanten wieder nach ihrer ersten Zeile durch 

W}<h.}^y^\j kl; ^1; ^i> ^1 1; l«i;&n^i;ei|, i«i;&i>^;^|> I «i;&i;^i;^i l 

SO zeigt man wieder leicht, dals die fünf unbekannten in (8) bis 
auf eine multiplikative Eonstante X vollständig durch die Gleichungen 



(9){ 



u A|ai, &i, Ci, e,|, t; = + A|ai,6i,Ci,di| 

bestimmt sind. Denn eine einfache Ausrechnung zeigt, ebenso wie 
früher auf S. 196, daTs jene Determinanten unsere Gleichungen be- 
friedigen, da die vier Identitäten 

für i= 1, 2, 3, 4 erfÜUt sind; und zweitens beweist man genau wie 
auf S. 116, dals jene Gleichungen sicher nicht mehr als eine Losung 
haben können, sobald die Eoefi&zienten als unbestimmte angenommen 
werden. 

Infolgedessen ist der Wert einer linearen homogenen Funktion 

(11) /*== ax + by + C0 + du + ev 

jener fünf Groüsen mit beliebigen Koeffizienten bis auf eine multipli- 
kative Eonstante X eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, dals 
Xj y, Zy M, V jene vier Gleichungen (8) befriedigen sollen. In der Tat 
ergibt sich ja durch Substitution jener fünf Werte in (11) für f der 
Ausdruck * 

/•=A(a|6i,Ci,di,ei|-6|ai,Ci,di,cJ + c|ai,6i,di,ei|-d|ai,6i,Ci,Ci! 

+ 6|ai,6i,Ci, rfil). 

Wir nennen den Koeffizienten von X wieder die aus dem Eoeffi- 
zientensysteme 
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gebildete Determinante fünfter Ordnung nnd bezeichnen sie so, dals 
wir jenes Eoeffizientensystem zwischen Determinantenstriche einschlielsen, 
oder kürzer nur durch die erste Horizontalreihe 

\a, b, Cj dy e\. 

Wörtlich ebenso wie vorher auf S. 197 flgd. beweisen wir jetzt mit Hilfe 
der Eigenschaften der Determinanten vierter Ordnung, dals fOr den 
Ausdruck 

|a, 6, c, d, c| = a|&i, Cj, d^y «i i — 6|«i> ^i; ^i> «il H 

die folgenden Fundamentalsätze bestehen: 

Die Determinante ist eine homogene lineare Funktion der 
Elemente einer beliebigen Reihe (Zeile oder Kolonne); sie 
verschwindet; wenn die Elemente zweier Parallelreihen ein- 
ander beziehlich gleich sind, und sie ändert nur ihr Zeichen, 
wenn zwei Parallelreihen vertauscht werden. Sie bleibt un- 
geändert, wenn man zu einer Reihe ein Vielfaches einer 
Parallelreihe addiert. 

Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man die Zeilen 
mit den Kolonnen vertauscht, d. h. wenn man das System 
(a, hy Cj d, e) durch das konjugierte (a, a^, a^, o,, a^ ersetzt. 

Definiert man endlich die Komposition zweier Systeme 
fünfter Ordnung genau ebenso, wie dies vorher für Systeme 
niedrigerer Ordnung geschah, so ist wieder die Determinante 
eines komponierten Systemes gleich dem Produkte der Deter- 
minanten seiner Komponenten. 

§2. 

Wir wollen die entwickelte Theorie der Determinanten vierter 
Ordnung zuerst benützen, um einen eleganten Ausdruck für das Pro- 
dukt der Flächeninhalte von zwei Dreiecken 1^ 2, 3 und 4, 5, 6 her- 
zuleiten, deren Eckpunktkoordinaten 

(^i; yi)f (^; y%)f i^f Vz) ™d (x^, yj, (a^, ^5), (x^, y^) 
beliebig gegeben sind. Bezeichnet man wieder mit (1, 2, 3) und 
(4, 5, 6) die doppelten Inhaltszahlen jener beiden Dreiecke, so 
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folgt ans den soeben bewiesenen Sätzen f&r die Determinanten yierter 
Ordnung fOr das gesuchte Produkt die Gleichung 



-(1,2,3)(4,5,6)== 



1» «l; Vu 




1; «8, Vi, 




1, «j. Vi, 




0, 0, 0, 1 





0, 0, 0, 1 

*4> ^> ^> ^ 

y« Vi, Vi, 

1, 1, 1, 

«i«4+yiy*> «i«6+yiy8> »t^+9i9t, 
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«8«4+y8y*» «sflis + yjys» 3^0^+ y«y«. 
1,1.1 
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Subtrahiert man aber allgemein fär i = 1^ 2, 3 von der »^° Zeile die 
mit Y (^ + ^) multiplizierte letzte Zeile und dann von der ersten, 
zweiten und dritten Kolonne die mit 

Y(a^4 + yJ)> Y(a1 + y|), y(^ + J^) 

multiplizierte letzte Kolonne , so tritt an die Stelle jedes der neun 
inneren Elemente offenbar das folgende 

=» — Y (i, hy (/=!, ». 8; *-4. 5, 6), 

wenn durch (t, k) die Entfernung des Eckpunktes i des ersten Dreiecks 
Yon dem Eckpunkte 1c des zweiten bezeichnet wird; es eigibt sich also 
die Gleichung 

-1(1, 4)>, -|(1,5)», -4-(l,6)«, 1 

-|(2,4)«, -4(2,5)«, -|-(2,6)», 1 

-;-(3,4)«, -i-(3,5)», - 1(3,6)«, 1 
1 , 1 , 1,0 

Schafft man endlich noch die Koeffizienten — y dadurch fort, dals 
man die drei ersten Zeilen mit — 2 moltipliziert tmd dafür die letzte 
Kolonne dnrch — 2 dividiert, wodurch die ganze Determinante mit + 4 
multipliziert wird, so ergibt sich die Formel 

(1, 4)«, (1, 6)», (1, 6)», 1 

(2, 4)», (2, 5)», (2, 6)», 1 

(3, 4)», (3, 5)», (3, 6)', 1 

1 , 1 , 1.0 



(1,2, 3). (4, 5, 6) 



(1) 4.(1, 2, 8). (4, 5, 6) 



§ 2. Das Produkt zweier Dreiecksinhalte. 
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Von dieser eleganten Determinantenformel f&r das Prodokt zweier 
Dreiecksinhalte wollen wir noch zwei spezielle Falle betrachten. Liegen 
die drei Punkte 1^ 2, 8 nicht in einer Geraden, so verschwindet die 
obige Determinante dann nnd nnr dann, wenn der Inhalt des Dreiecks 
(4, 5, 6) gleich Nnll ist Das Verschwinden der obigen Determinante 
gibt uns somit die notwendige und hinreichende Bedingung dafOr, dals 
die drei Punkte 4, 5, 6 in einer geraden Linie liegen, oder also sie 
liefert uns die Beziehung, welche zwischen den neun Entfernungen 
dreier Punkte einer beliebigen Geraden von irgend drei Punkten der 
Ebene bestehen mufis. 

Läfst man femer die Punkte (4, 5, 6) beziehlich mit (1, 2, 8) 
zusammenfallen, so eigibt sich der folgende Ausdruck f&r das Quadrat 
des Dreiecksinhalts (1, 2, 3) 



(la) 4(1,2,3)« 



0, (1,2)», (1,3)», 1 
(1,2)«, 0, (2,3)M 
(1,3)«, (2,3)«, 0, 1 

1, 1, 1, 



0, c«, 6«, 1 
c«, 0, a«, 1 
6«, ««, 0, 1 

1, 1, 1, 



wenn die Längen der Seiten (2, 8), (3, 1), (1, 2) beziehlich durch a, b, c 
bezeichnet werden. 

Das Verschwinden dieser Determinante gibt die notwendige and 
hinreichende Bedingung dafür, dals drei Punkte 1, 2, 3 auf einer Ge- 
raden liegen; je drei Punkte einer beliebigen Geraden nnd nnr sie sind 
somit dorch diese Relation miteinander Terbonden. 

Subtrahiert man in der Determinante (la) die erste Eoloime Ton 
den beiden folgenden und verfahrt dann ebenso mit den Zeilen der so 
umgewandelten Determinante, so geht sie über in 



4(1,2,3)«= + 



c«, 6«, 1 

-c*,a*-<^, 1 

a»-6», -6», 1 



+ 



-2c«, a'-b'-c* 
o«-6«-c«, -26» 



= 46»c» - (o» - 6« - c»)« = [- o« + (6 + c)«] [o» - (6 - c)»J 
= 16 s (s — a) (s — 6) (s — e) •= Y(«+»+e); 

wir sind somit hier zu der bekannten Formel der Trigonometrie für 
den Dreiecksinhalt, ausgedrückt durch die drei Seiten, gelangt 

Wir wollen nun noch den speziellen Fall betraditen, dals beide 
Dreiecke (1, 2, 3) und (4, 5, 6) einem und demselben Kreise mit dem 
Badius r einbeschrieben sind. Es sei der Mittelpunkt jenes Kreises 
der Koordinatenanfangspunkt; sind dann J und J^ die Dreiecksinhalte, 
so ist identisch 
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4/J,= 



1, a?!» Vi 
1> ^, Vi 
1> «,. Vs 



1, 1, 1 

s'i; yi> Vi 



r, -«1, -y, 
*■» -a^> -yt 
»", -«5» -y» 



+ ^4; + Vit + y. 



»•'-«lar^-yiy«, r»-Xia?5-yiy5, r» - x^ o^, - y^ y, 
H-ajjÄi-yjy^, r» - a^ «5 - y^ yj, r* - a;, a;, - y, y. 



r'-a^sar^-yjy^, r^-a^aii - y,y5, r»-a^a^- 



ysye 

U=4,5,<r 



= p-l'^-«<«*-yiy*l 

oder da 

(i, Tcf = (a;, - a;*)» + (y, - y*)*= (af + y?) + (a^ + yj) - aCz^a:* + y^y^) 

= 2(f^ — XiXt—ytyi) 

ist, so ergibt sich, wenn man auf beiden Seiten mit 8 multipliziert 
und rechts die Entfemongen (i, ky einfahrt 

(1, 4)», (1, 5)», (1, 6)« 
(2) d2JJ,=^^ (2,4)«, (2,5)», (2,6)* 

(3, 4)», (3, 5)», (3, 6)« 

Diese Determinante nnterscheidet sich von der oben gefundenen (1) 
nur durch das Fehlen des Bandes. 

Fallen die beiden Dreiecke (1^ 2, 3) nnd (4^ 5, 6) zusammen^ so 
geht unsere Gleichung (2) über in 

0, c^ 6^ 



4J« = 



8r« 



C^ 
K 



0, a« 
a^ 



oder wenn man in dieser Gleichung die Kolonnen beziehlich mit a^, Vy c? 
multipliziert und dafOr die Determinante durch a^b^c^ dividiert 



4J« = 



8f« a^b'^c'' 



0, 6»c», c»6» 




0, 1, 1 


a^c', 0, c'a' 


= ^.-anu^ 


1, 0, 1 


a'b\ h-a?, 




1, 1, 



und da jene letzte Determinante offenbar gleich 2 ist, so folgt die 
Gleichung a-h-c^^Ar-J. 

In jedem Dreiecke ist also das Produkt aus den drei 
Seiten gleich dem vierfachen Produkte aus seinem Inhalte und 
dem Badius des umschriebenen Kreises. 



§3. 

Eine besonders wichtige Anwendung und Yeranschaulichung er- 
fahren die Sätze über die Komposition der Systeme in der analytischen 
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Wir beiarachten irgend zwei beliebig im Baume liegende Körper 
K und K\ nelimen in jedem von ihnen ein fest mit ihm verbundenes 
rechtwinkliges Koordinatensystem an, deren Anfangspunkte beziehlich 
und 0' sein mögen. Dann wollen wir einem beliebigen Punkte P 
von K den Punkt P' von K^ zuordnen, wenn zwischen ihren Koordi- 
naten {x, y, sf) und (x^, y\ e*) die Gleichungen bestehen 

x'= X x + ii*y + v e 
(1) y'^X' x + iL'y + v' B 

ß'==X"x + ii"y + v"z. 

Jedem Punkte P des Körpers K entspricht dann ein imd nur ein Punkt 
P' YonK^, jedoch braucht das Umgekehrte nicht notwendig stattzufinden. 

Ist nämlich die Determinante des Systemes ( X\ ii', v' \ gleich Null, 






dann kann man drei nicht sämtlich verschwindende Zahlen p, q, r so 
bestimmen, dals in der Gleichung 

px' + qy' + re' = {pX + qX' + rX") x + (pii + qii'+ rii") y 

+ (l>v + qv' + rv")0 

die Koefi&zienten von x, y, z auf der rechten Seite identisch ver- 
schwinden, d. h. dals die Gleichung 

(2) i)a:' + ?y' + »-£r' = 

f&r jedes Wertsystem {Xy y, £) identisch erfüllt ist. Daraus folgt, dals 
allen Punkten P des Körpers K nur solche Punkte P' von £' ent- 
sprechen können, welche in der durch (2) bestimmten Ebene W liegen. 
In diesem Falle ist demnach das Entsprechen kein eindeutiges. 

Dagegen erkennt man leicht, dals falls die Determinante des Sub- 
stitutionssystemes von Null verschieden ist, jedem Punkte von K ein 
Punkt von K^ entspricht und umgekehrt. Ist nämlich die Determinante 
! A, ft, 1/ 1 ^ 0, und ist 



I m, m', tn" \ 
\n, u', n'V 



daa za (X, n, v) reziproke System, so dals also 

/?, V, l"\/X, fi, v\ /l, 0, (K 

im, tn',tn")(x', ^', v')- 0, 1, o) 

\n, n', n"/\X",ii",v"/ \0, 0, 1/ 

ist, so erlügt man, wenn man die Gleichongen (1) bezieUich mit I, V, l" 

multipliziert, die Prodokte addiert, nnd dann entsprechend mit «n, m', tn" 
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und n, n'^ n" yerfahrt^ die folgenden Ausdrücke Ton x, y, e dnrch 

(3) y-=-mx' + m'y'+m"e' 

z=^nx'+n'y'+n"z'. 

Die Punkte Ton K und K' werden einander also dann und nur 
dann durch die Gleichung (1) eindeutig zugeordnet^ wenn die Sub- 
stitutionsdeterminante Ton Null Terschieden ist. 

Von besonderer Wichtigkeit f&r die analytische Geometrie sind 
nun diejenigen Abbildungen, bei welchen je zwei entsprechende Punkte 
gleiche Entfernung haben. Eine solche eindeutige Zuordnung heifst eine 
kongruente Abbildung, die zugehörige Transformation (iL, /t, v) wird 
eine orthogonale genannt. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die 
Substitution (1) so zu bestimmen, dalGs dieser speziellen Bedingung 
genügt werde. 

Nun kann man sich zunächst ohne jede Rechnung überzeugen, 
dafs jene Abbildungen in zwei voneinander völlig verschiedene Klassen 
zerfallen müssen. Zu diesem Zwecke betrachten wir drei Punkte 1, 2, 3 
von Ky welche nicht in einer Geraden liegen, und suchen die ihnen 
entsprechenden Punkte 1', 2', 3' von K', Dann sind die beiden durch 
sie gebildeten Dreiecke (1, 2, 3) und (1', 2\ 3') einander kongruent, 
weil ihre Seiten nach der über die Substitution gemachten Voraus- 
setzung einander gleich sind. Wählt man femer einen beliebigen 
Punkt 4 in der durch (1, 2, 3) bestimmten Ebene E, so liegt der 
entsprechende Punkt 4' in der das Dreieck 1', 2', 3' enthaltenden 
Ebene E', weil seine Entfernungen von den Punkten 1', 2', 3' mit 
denen des Punktes 4 von 1, 2, 3 übereinstimmen. Legt man also, was 
stets möglich ist, die Ebene E' so auf E, dafs die Punkte 1', 2', 3' 
auf die ihnen entsprechenden 1, 2, 3 fallen, so fällt von selbst jeder 
Punkt 4' von E' auf den ihm entsprechenden 4 von E] die einander 
zugeordneten Punkte in den beiden entsprechenden Ebenen können 
also stets durch Aufeinanderlegen der Ebenen zur Deckung gebracht 
werden. 

Wir denken uns nun £' so bewegt, dalGs E' auf E föllt, und 
betrachten nunmehr zwei einander entsprechende Punkte 5 und 5', 
welche nicht in E bezw. E' liegen. Dann erkennt man sofort, da£s 5' 
entweder mit 5 zusammenfallen, oder aber zu 5 in Bezug auf die 
Ebene E^ symmetrisch Uegen muljs; denn nach der in Bezug auf die 
Abbildung gemachten Voraussetzung besitzen ja 5 und 5' dieselbe 
Entfernung von jedem der zusammenfiEdlenden Punkte 4 bezw. 4' in 
der Ebene E. 
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Es sei nun znnäclist die Abbildung eine solche^ dals zwei be- 
stimmte einander entsprechende Punkte 5 und 5' zosammenüedlen; dann 
erkennt man leicht^ dais dann auch alle entsprechenden Punkte zu- 
sammenMlen müssen^ dalGs also in diesem Falle der Körper K* in eine 
solche Lage gebracht werden kann, dais alle entsprechenden Punkte 
sich decken. Betrachtet man nämlich zwei beliebige entsprechende Punkte 
6 und 6'; so besitzen beide von den vier Ecken der beiden zusammen- 
fallenden Tetraeder (1, 2, 3, 5) und (1', 2', 3', 5') dieselbe Entfernung, 
und dies ist dann und nur dann möglich, wenn sie zusammenfallen. 

Ist dagegen 5' das Spiegelbild Ton 5 in Bezug auf Ej so ist auch 
jeder andere Punkt 6' das Spiegelbild seines entsprechenden Punktes 6; 
denn fiele er mit diesem zusammen, so mülsten ja nach dem soeben 
geführten Beweise alle anderen, also auch 5 und 5' zusammenfallen, 
was nicht der Fall isi 

Hiemach zerfedlen also die kongruenten Abbildungen eines 
Körpers K auf einen anderen jET' in solche, bei welchen alle ent- 
sprechenden Punkte derselben zur Deckung gebracht werden können, 
und in solche, bei welchen dies nicht möglich ist. Bei letzterer Ab- 
bildung können zwar zwei beliebige entsprechende Ebenen Punkt für 
Punkt zur Deckung gebracht werden; dann müssen aber je zwei nicht 
in ihnen liegende entsprechende Punkte in*Bezug auf jene Ebene sym- 
metrisch Uegen. 

Die ein£Bkchsten Falle dieser beiden Abbildungen sind die folgenden 

x=^x^ x=^x^ 

(4) y^ y' »= »' 

Bei der ersten entsprechen den Punkten der drei Achsen von K die 
entsprechenden Punkte der Achsen von K\ bei der zweiten entsprechen 
sich die Punkte der orj^-Ebene und a;'2^'-Ebene, welche gleiche Abscissen 
haben, wahrend jedem Punkte der jet- Achse mit positiver Abscisse der- 
jenige Punkt der j?'- Achse mit negativer Abscisse entspricht, welcher 
die gleiche Entfernung vom Anfangspunkte hat. 

Es ist nun leicht, ähnlich wie im § 8 der vierten Vorlesung, die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür zu finden, dalGs die durch 
die Gleichungen (1) vermittelte eindeutige Abbildung eine kongruente, 
d. h. dais die zugehörige Transformation eine orthogonale ist, so dalGs 
also je zwei entsprechende Punktepaare gleiche Entfernung haben. Sind 
nämlich P und P' zwei beliebige entsprechende Punkte, (o;, y, £) und 
(^'9 y\ ^0 ihre Koordinaten, so müssen, da die beiden AnfEmgspunkte 
und 0' sich gegenseitig entsprechen, die Entfernungen O'B und 0^^^ 
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einander gleicli sein^ d. h. es müssen die Koeffizienten in (1) so gewählt 
werden^ dals 

(5) a:»+y»+^»=a:'»+y'»+i?'* 

ist. Geometrisch heifst das: Eine Abbildung yon K auf K^ kann' nur 
dann kongruent sein^ wenn diejenigen Punkte^ welche auf zwei um die 
Anfangspunkte mit gleichem Badius beschriebenen Eugebi liegen, ein- 
ander eindeutig entsprechen. Genügen aber anderseits die Koeffizienten 
dieser Forderung; so ist die Transformation eine orthogonale. In der 
Tat sind (P^, P^) und (P^, P^) zwei beliebige entsprechende Punktepaare 
und {x^, yi, ^J, (a^, y„ xr,) bezw. {x[, y[, e[), (x'^j y^, js'^) ihre Koordi- 
naten, so hangen dieselben ebenfalls durch die Gleichungen (1) zu- 
sammen. Bezeichnet man also die Koordinatendifferenzen 

(^-iPi; ^2-^1; ^2~^i) ^d (^i-^i^ Vi-yi K-^O 
beziehlich durch 

(X, r, Z) und (X', r, n 

so bestehen auch zwischen ihnen die Gleichungen 
Z'=X X + ii Y+v Z 

Sind nun die Substitutionskoeffizienten so gewählt, dals die Glei- 
chung (5) erfüllt ist, so ist also auch 

Pi^'=x«+ r>+z>=x'*+ r2+z'«=Pip;', 

die Abbildung ist also eine kongruente. 

Um nun die Bedingungen zu erhalten, welchen die neun Koeffi- 
zienten der in (1) betrachteten Transformation 



/^7 /^; V \ 



genügen müssen, damit die Substitution eine orthogonale sei, ersetzen 
wir in (5) die Variablen a;', y', js' durch ihre in (1) angegebenen Aus- 
drücke. Setzt man in der so sich ergebenden Gleichung 

a;2 + y» + g^^ (xa; + ^y + vey +{Vx + ii'y + v'zy+ (A"a: + (i"y + v^'gy 

die Koeffizienten der einzelnen Yariablenprodukte auf beiden Seiten ein- 
ander gleich, so erhalt man ein System Ton neun Gleichungen für die 
Substitutionskoeffizienten, welche man unter Benützung der für die Kom- 
position zweier Systeme gegebenen Regeln folgendermalsen schreiben kann 
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/A, r, l\^l, II, v^ /l, 0, 0>^ 

(6) (ft, (i\ fi")U', ^', i;'U(0, 1, 0), 

\v, v\ W\x", p", i/V Vo, 0, 1/ 

oder kürzer, wenn mit S wieder das zu jS konjugierte System be- 
zeichnet wird 
(6a) S'S^E. 

Ein System 8 ist demnaeh dann nnd nnr dann ein ortho- 
gonaleS; wenn es mit seinem koiqagierten komponiert das 
Einheitssystem ergibt 

Da die Determinante Ton S von Null yerscbieden ist, so existiert 
ein nnd nur ein zu S reziprokes System 5"^ f&r welches 

(7) S-'.S = iS.S-' = J? 

ist; hieraus ergibt sich aber durch Yergleichung mit (6 a) 
(7 a) S-'-S, 

d. h. das System 8 ist dann und nur dann orthogonal, wenn 
das reziproke System dem zu S konjugierten gleich ist. 

Ersetzt man in den beiden Gleichungen (7) das reziproke System 
durch das transponierte Sy so ergeben sich die beiden Gleichungs- 
systeme 8'S=^S-S^Ey oder 

/X, r, l\yl, II, v^ /A, II, v^xX, l\ l\ /l, 0, (K 
(8)(/t, /t', /t")(r, /t', v^ ) = (r, ^', v^ )(^, /t', ^") = (0, 1, O), 
\v, v\ WVx",/t", i/V \A", /t", WVv, v\ W \0, 0, 1/ 

welche ausgeschrieben folgendermaisen lauten 

X«+ ^«+ 0,«= X'»+ /t'«+ 1/'«= r *+ fi"H v"'- 1 

Ton denen die sechs letzten eine Folge der sechs ersten sind, wie auch 
leicht direkt yerifiziert werden kann. 
Es gilt also zunächst der Satz: 

Ist S ein orthogonales System, so ist auch das konjugierte 
S ebenfalls orthogonal 

Aus der Definitionsgleichung (6 a) f&r die orthogonalen Systeme 
ergeben sich femer die beiden wichtigen Folgerungen: 

Kroneoker, DetormiiUAtaB. 14 
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Sind 8 und T zwei orthogonale Systeme, so ist es auch 
ihr Produkt ST. 

Ist nämlich 55 » T 7« J?, so ist in der Tat 



(ST)(ST)^T88T^TT^E. 

Ist 8 ein orthogonales System, so ist auch das reziproke 
System orthogonal. 

In der Tat folgt ja ans der Gleichung 55» £ durch Übergang 
zu den reziproken Systemen 

(S8y^^ (5"-') (5^ = E. 

Geht man endlich in den Gleichungen (8) yon den Systemen zu 
den Determinanten über und berücksichtigt, da£s die beiden dort auf- 
tretenden konjugierten Systeme gleiche Determinanten haben, so er- 
gibt sich 



oder 

\s\ 



\sf- 


= 1 


h 


/*. 


V 


i.', 


/»', 


v' 


i", 


m", 


v" 



±1. 



Die orthogonalen Systeme zerfedlen also in zwei wesentlich yerschiedene 
Klassen, je nachdem ihre Determinante + 1 oder — 1 ist. Die ein- 
fEichsten orthogonalen Systeme beider Klassen sind die folgenden 

/l, 0, Ox /l, 0, Ox 

(9) £ = (0, 1, 0) und -Eo-IO, 1, 0). 

Vo, 0, 1/ Vo, 0,-1/ 

Dmen entsprechen die vorher betrachteten orthogonalen Substitu- 
tionen (4). Bei der ersten yon ihnen bringt man die entsprechenden 
Punkte Yon K und K^ zur Deckung, indem man die drei Achsen 
Yon jET' mit den entsprechenden yon K nach Lage und Richtung zur 
Deckung bringt; bei der zweiten muls man noch die positive Richtung 
der 5- Achse umkehren, damit aUe entsprechenden Punkte sich decken; 
bei dem zweiten Systeme können also die beiden Korper K und £' 
nicht so aufeinander gelegt werden, da£s je zwei entsprechende Punkte 
sich decken. 

§4. 

Im folgenden soll nun die Zerlegung der orthogonalen Systeme 
in elementare dargestellt und im Ansdilusse hieran ihr geometrischer 
Charakter geprüft werden. 
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Da das Produkt beliebig vieler orthogonaler Systeme wieder 
orthogonal ist; so liegt der Gedanke nahe^ dieselben ebenfalls als Pro- 
dukte Yon Elementarsystemen darzustellen. Wir wollen dies tun und 
zwar wollen wir unter Elementarsystemen die folgenden drei Systeme 
Terstehen^ welche eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben ^ 

/ «, /J, (K / «1, 0, ftx /l, 0, 0. 

(1) jE;,,= (-^, «, , JS,,= ( 0, 1, , -B,3-(0, «„ft , 

V 0, 0, 1/ v-/Ji,o, «,/ Vo,-.ft, «,/ 

wo die Eonstanten (a, ß), (a^, ß^, (a^, ß^) nur den Bedingungen 

genügen müssen. Diese Systeme E^^ E^^, E^^ gehen aus dem ortho- 
gonalen Systeme zweiter Ordnung dadurch herror, dalGs eine dritte, 
zweite oder erste Zeile und Kolonne mit den entsprechenden Gliedern 
des Einheitssystemes hinzugefügt werden. Die Determinante aUer dieser 
Systeme ist o£fenbar gleich + 1. Aus der zum ersten Systeme gehörigen 
Transformation 

a;' = ax + ßy 

y^^ — ßx + ay 



z'^ 



erkennt man mit Hilfe der auf S. 63 unten gemachten Bemerkungen, 
dais hier die entsprechenden Punkte Ton £' und K dadurch zur 
Deckung gebracht werden können, dals man die Achsen yon f auf 
die Yon K legt und hierauf f um die jer-Achse um denjenigen 
Winkel fp dreht, für welchen 

cos 9> Bi tf, sin 9> s /} 

ist Ebenso sieht man, dals bei den beiden anderen elementaren ortho- 
gonalen Transformationen die Koinzidenz durch eine Drehung um die 
y-, bezw. um die 5- Achse herbeigeführt werden kann. 

Die Komposition mit einem Elementarsysteme entspricht also 
geometrisch einer Drehung des Koordinatensystemes um eine der drei 
Achsen um einen bestimmten Winkel 9>. 0£fenbar ist auch das zu 
einem Elementarsysteme reziproke System ebenfalls elementar; es ent- 
spricht der Drehung um dieselbe Achse um den negativen Winkel — fp. 

Nennen wir wieder zwei orthogonale Systeme 8 und T äquivalent, 
wenn sie sich nur um Elementarsysteme von der Form (1) unter- 
scheiden, so besteht der Satz: 
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Jedes orthogonale System ist einem der beiden reduzierten 



W' 



/l, 0, Ox 
0, 1, 

Vo, 0, «/ 



äquivalent; wo auf der rechten Seite « = ± 1 ist. 

Es sei nämlich S ein ganz beliebiges orthogonales System, dann 
kann es so mit den elementaren Systemen (1) hinten komponiert werden, 
dalGs alle Glieder oberhalb der Diagonale yerschwinden. Zunächst 
können wir voraussetzen, dalGs in der ersten Zeile mindestens ein Glied 
^ ist, da ja die Determinante von S von Null verschieden ist. Es 
sei also etwa X oder ft nicht gleich Null. Dann bestimme man zu- 
nächst die Eonstanten a, ß des Systemes E^^ so, dab in dem Eom- 
positionsresultate 

das in der ersten Zeile an zweiter Stelle stehende Glied verschwindet, 
während das erste positiv ist, d. h. so, dals die drei Bedingungen 

la — (iß> 0, A/J + ^Ä = 0, ««+ /J*= 1 

erfüllt sind. Diesen Bedingungen wird durch die Bestimmung 



vi«+fi« " yv+i, 



genügt, wo unter "/X* + /t* der positive Wert dieser nach der Vor- 
aussetzung nicht verschwindenden Quadratwurzel verstanden werden soU. 
Hierdurch geht das System S über in eines, dessen erste Zeile die 

^'™ ih 0, l") 

besitzt, und in welchem aulserdem l positiv ist. 

Dieses neue System kann man nun durch Komposition mit dem 
zweiten Elementarsysteme so umformen, da£s auch an die Stelle von l" 
die Null tritt, während das erste Glied das positive Vorzeichen behält. 
Dadurch erhält man also ein neues orthogonales System von der Form 



/h 0, Ox 
^Z", m", n"/ 



In diesem muls mindestens eine der beiden Grolsen m' und n' von 
Null verschieden sein, da andernfalls die Determinante verschwinden 
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würde. Durch Eomposition mit einem geeigneten dritten Elementar- 
Systeme E^^ kann man also aacli n' zum Verschwinden bringen, und zwar 
SO; dalGs m'>0 bleibt Jedes orihogonale System kann also durch 
Eomposition mit den drei Elementarsystemen auf die Form 

I, 0, 



V, m', ) 
M", tn", n"' 



gebracht werden, wo I und m' positive Zahlen sind. Da aber @ 
eben&lls orthogonal ist, so mnfs 

A, 0, O.A, V, V\ A, 0, 0. 

©© = (r, m', )(0, m', tn")-(0, 1, 0) 

Vi", m", n"/ Vo, 0, n"^ Vo, 0, 1/ 

sein, and hieraus folgt, es muls von selbst 

p=l, m'»=l, n"»=l, l'=.l"=in"=0 

sein; da aber auJserdem I und tn' positiv sind, so folgt 

I = in' = l, n = ««=±l. 

Fflr jedes orthogonale System besteht abo in der Tat eine Eom- 
positionsgleichung von der Form 

/l, 0, 0. 



0, 1, 
0, 0, e^ 



oder auch, wenn man die Elementarsysteme auf die rechte Seite schafft, 

WO jetzt die rechts stehenden orthogonalen Systeme wieder elementar 
sind; da sie bezw. zu E^^, E^^ E^^ reziprok sind. 

Geht man endlich Ton den Systemen zu ihren Determinanten über, 
so ergibt sich, da die drei Elementarsysteme die Determinante 1 haben 
und|«| = «ist , = |S| = ±i. 

Je nachdem also das orthogonale System S die Determinante + 1 
oder — 1 besitzt, geht dasselbe aus einem der beiden reduzierten 
Systeme (s) auf S. 212 durch Eomposition mit drei geeignet gewählten 
Elementarsystemen herror. 

Hat nun 8 zunächst die Determinante 1, so dafs also 

S^Ei,^,E[, 

ist, so entspricht jede der drei Substitutionen £,8^ ^iif -^la ^ ^^^ 
betrachtet einer Drehung Ton K' um die x-, y-, jv- Achse um einen 
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bestimmten Winkel Ist ako | fi^| » 1, so kann der Körper f ans der 
vereinigten Lage seiner Aclisen mit denen yon K dnrch drei Drehungen 
um seine o^'-Achse^ hierauf um seine y^- nnd endlich um seine 5'- Achse 
so gedreht werden, dab die entsprechenden Punkte koinzidieren. 

Ist dagegen |5|« — 1, so mub yor der Vornahme jener drei 
Drehungen zunächst die Richtung einer der Achsen, z. B. der ir-Achse, 
geändert werden; in diesem Falle kann K^ nicht durch Drehung mit K 
in zusammenfallende Lage gebracht werden. 

Denkt man sich K und JST' im ersten Falle in der Lage, dab alle 
entsprechenden Punkte zusammenfiEdlen, und besitzt derselbe Punkt P in 
Bezug auf K und f die Koordinaten {x^ y, g) und (x\ y\ z'), so be- 
stehen zwischen ihnen die Gleichungen 

x'^lx + iiy + vßj 

wo S-S^l und |iS|s=+l isi Diese Gleichungen repräsentieren 
ako die allgemeinste Koordinatentransformation für rechtwinklige Ko- 
ordinaten mit Beibehaltung des Anfangspunktes. Ist dagegen |5|»~1, 
so hat man aufser der Drehung noch eine Bichtungsänderung, etwa 
die der ir-Achse, yorzunehmen, nm K ia K' überzufilhren. 

Ist der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystemes f, 
und wählt man auf der positiven x-j y- und £r-Achse je einen Punkt 1, 
2 und 3, so erhalt man ein Fundamentaltetraeder 0, 1, 2, 3. Wir wollen 
JSTals ein Koordinatensystem der ersten oder der zweiten Art bezeichnen, 
je nachdem yon dem Punkte 3 aus gesehen die ümlaufsrichtung ... 1 ... 2 
um das Dreieck 0, 1, 2 die positive oder die negative ist 

Ist dann K' ein anderes System mit dem AnfEmgspunkte 0', und 
wählt man 1', 2', 3' auf den drei Achsen mit den gleichen Abständen 
von 0' wie bezw. 1, 2, 3 von 0, so lehren die Betrachtungen auf S. 206 
und 213, dals man durch Verschiebung und Drehung von K' die Punkte 
0', 1', 2' und 0, 1, 2 zur Deckung bringen kann^ und dab dann 3' und 3 
und damit auch K' und K dann und nur dann koinzidieren, wenn beide 
Systeme nach der obigen Definition von derselben Art sind. Zwei Ko- 
ordinatensysteme K und K' sind also von derselben Art oder nicht, je 
nachdem in den Transformationsformeln | fi^ | = + 1 oder 1 5 1 » ~ 1 ist. 
Wir werden im folgenden immer ein Koordinatensystem erster Art 
voraussetzen, d. h. annehmen, dab von einem Punkte oberhalb der 
a;y- Ebene aus gesehen der ümkufssinn ... 1 ... 2 der positive isi 
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Bereclmnng des Tetraederyolnmen aus den Koordinaten seiner Ecken. — An- 
wendungen. — Die Gleichung der Ebene im Räume. — Die ^essesche Normal- 
form für die Gleichung der Ebene. — Das Tetraeder. — Berechnung des Tetraeder- 
yolnmen aus L&nge und Richtung von drei zusammenstolsenden Kanten. — Der 
Sinus einer körperlichen Ecke. — Grundeigensohaften des Stauätschen Sinus. — 
Bestimmung des Produktes zweier Tetraedervolumina aus L&nge und Richtung der 
Kanten je einer Ecke. — Berechnung des Tetraedervolumen aus der Gröfse und 
Stellung von drei zusammenstolsenden Flächen. — Das Produkt zweier Tetraeder- 
Yolumina aus der Grölse von je drei zusammenstolsenden Fl&chen und den Winkeln 
derselben. — Berechnung des Tetraedervolumen aus seinen sechs Kanten. — 

FolgerungezL 

§ 1. 

Die Entwickelangen des vorigen Abschnittes sollen nnn benützt 
werden; um das Yolnmen eines Tetraeders ans den Koordinaten seiner 
yier Eckpunkte zn berechnen. 

Zunächst wählen wir das rechtwinklige Koordinatensystem erster 
Art K' SO; dais jener Inhalt mit Hilfe eines bekannten Satzes der 
Stereometrie berechnet werden kann. Es sei die eine Ecke des Tetraeders 
der Koordinatenanfangspnnkt unseres Koordinatensystemes, die positiye 
|- Achse desselben gehe durch die zweite Ecke 1. Femer möge die 
Ii^-Ebene die Ebene des Dreiecks 0, 1, 2 sein, und zwar möge die 
positive Richtung der i}- Achse so gewählt sein, dais der Punkt 2 auf 
der positiven Seite der |-Achse liegt, ako eine positive Ordinate i^ 
besitzt Dann ist das Koordinatensystem eindeutig bestimmt, und die 
Koordinaten der Eckpunkte 0, 1, 2, 3 in Bezug auf dasselbe sind 
beziehlich 

(0,0,0), (li,0,0), (|„%,0), (5s,%,e5). 

Hier sind 1^ und i/, nach der über das Koordinatensystem gemachten 
Festsetzung positiv, während ^ positiv oder negativ ist, je nachdem 
der Punkt 3 in jenem Koordinatensysteme oberhalb oder unterhalb der 
Ii^-Ebene liegt, oder was nach der am Schlüsse der vorigen Vorlesung 
gemachten Bemerkung o£fenbar dasselbe ist, je nachdem von 3 aus 
gesehen die ümlaufiBrichtung ... 1 ... 2 um das Dreieck 0, 1, 2 ab 
die positive oder als die negative erscheint. 
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Das Yolumen des Teiaraedera ist nun bekanntlich 

wenn g die Grundfläche^ h die Hohe des Tetraeders bedeutet 

Wählen wir also für die Grundfläche g 
das Dreieck 0, 1, 2^ so ist dessen Inhalt 
gleich yIi*i}s; die Hohe das Tetraeders ist 
dann gleich der Entfernung des Punktes 3 
^' von der Ebene 0, 1, 2, d. h. gleich ± ^, je 
nachdem der Punkt 3 oberhalb oder unterhalb 
der |i7-Ebene Hegt Setzt man also 

, li, 0, 

so ist diese Determinante ihrem absoluten Werte nach gleich dem 
Yolumen des Tetraeders^ und ihr Vorzeichen ist positiv oder negativ^ 
je nachdem der Punkt 3 in dem Koordinatensysteme K' auf der 
positiven oder auf der negativen Seite der (| 17) -Ebene liegt. 
Man hat daher den Satz: 

li, 0, 

Sj, %, 

absoluten Werte nach den sechsjhchen Inhalt des Tetraeders 
0^ 1^ 2y 3 darstellt und durch ihr Vorzeichen angibt, ob die 
ümlaufsrichtung ... 1 ... 2, von 3 aus gesehen, die positive 
oder die negative ist. 
Beziehen wir nun die Tetraederecken auf ein beliebiges recht- 
winkliges Koordinatensystem K erster Art, dessen Anfangspunkt aber 
wieder mit zusammenfisdlen möge, so kann dasselbe durch Drehung mit 
jET' zur Deckung gebracht werden. Sind also (x^ y, z) und (|, tj, t) die 
Koordinaten eines und desselben Punktes P in Bezug auf K und auf K\ 
so sind diese durch Gleichungen von der folgenden Form miteinander 

verbunden -, v . , c 

x^X i + ^ ti + v i 

y^x'l + ii'n + v't 



Die Determinante 



ist eine Zahl, welche ihrem 



wo S- 






ein orthogonales System der ersten Art, d.h. 



ein solches ist, dessen Determinante gleich + 1 ist Sind nun die 
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Koordinaten der vier Eckpunkte 0, 1, 3, 3 in Bezog auf dieses System 
beziehlich gleich 

(0,0,0), (a^, y„«i), («„y„i?,), (x„y„e,), 

so hangen die Koordinaten der drei Ponkte 1, 2, 3 in jenen beiden 
Systemen miteinander dnrch die folgenden Gleichongen zosammen 

/^k, Vu h\ Au nu ^\/^' ^'' ^"\ 
I«.» Vi, «»)-(S„ %, feil/*» /*',/*") 

Ar, 0, Ox /X, X', X\ 

VI,, %, f,/ V», v', v"J 

Geht man nnn hier Ton den Systemen zu ihren Determinanten über^ 
80 erhält man die Gleiehnng 



«i, yi, *i 




li, 0, 


«!, Vt, «1 


= li%fe= 


U, vu 


a», »», «$ 




ls> %, it 



nnd hierans folgt dnrch Yergleichnng mit dem Theoreme anf S. 216 
der Satz: 

Sind (xi, y^, ss^), {x^, y,, e^), (x^, y,, z^) die Koordinaten 

dreier beliebiger Punkte 1^ 2, 3 im Baume^ so gibt die 

Determinante 



ai, 


yi. 


«1 


ai, 


yt> 


^ 


«»» 


Vi, 


«8 



dnrch ihren absoluten Wert das sechsjhche Volumen des durch 
die drei Punkte und den Anfeuigspunkt gebildeten Tetraeders, 
während ihr Vorzeichen das positive oder negative ist, je 
nachdem yon 3 aus gesehen die ümlau£srichtung ... 1 ... 2 
positiv oder negativ ist, je nachdem also der Punkt 3 auf der 
positiven oder auf der negativen Seite des Dreiecks 0, 1, 2 
liegt. Der hier gefandene sechsfache Inhalt mit dem soeben 
bestimmten Vorzeichen soll zur Abkürzung durch das Symbol 

(0, 1, 2, 3) 
bezeichnet werden. 

Hieraus kann man unmittelbar den Inhalt eines Tetraeders 
0, 1, 2, 3 finden, dessen Ecken 0, 1, 2, 3 in Bezug auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem die Koordinaten (z^, y^, Zq), (o^, y^, xr^), 
(ph} y%} ^%)f iShf Vif 's) besitzen. Betrachtet man dasselbe nämlich in 
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Bezog auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen dem Torigen parallel 
sind; und dessen Anfangspunkt in liegt, so sind für dieses die Koordi- 
naten jener vier Punkte beziehlich 

(0,0,0), (a^-ojo, »i-yo; ^i-^o); («i-^1 y»-yo; ^t-^o)> 

(^-a^o, Vz-Voj h-f^^y 
und das gesuchte sechsfache Volumen ist demnach 



(0,1,2,3) = 



^ — «1)1 Vi—y^f ^1 — ^0 



^ — ^o; % — yo> ^2 — ^0 • 
«i-^o^ Vi-y^y ^3-^0 

Diese Determinante kann viel einfsM^er als Determinante yierter 
Ordnung geschrieben werden, denn sie ist o£fenbar gleich 



(1) (0,1,2,3) = 



1, 0, 0, 

1, «1 — »0, y^ — yo, «i — «0 

1, «»-»o»y8-yo> *»-«o 



1» !h> y»> «8 



Aus den Grondeigensdiafteii der Determinanten vierter Ordnong geht 
herror, dals der Aosdrack (0, 1, 2, 3) sein Zeichen wechselt, sobald 
irgend zwei Tetraederecken miteinander vertanscht werden; femer 
folgt, dals 

(0, 1, 2, 3) (3, 0, 1, 2)- + (2, 3, 0, 1) = -(1, 2, 3, 0) 

ist. 

Ersetzt man die Koordinaten einer Tetraederecke, etwa die Ton 0, 
durch die laufenden Koordinaten x, y, e eines Punktes P, so liegen 
alle Punkte P, deren Koordinaten der Gleichung 



(2) 



(P, 1,2,3) - 



1; ^, y, ^ 

1; ^8? J^s? ^S 



= 



genügen, auf der durch das Dreieck (1, 2, 3) bestimmten Ebene; 
denn für sie und nur für sie yerschwindet der Inhalt des Tetraeders 
(P, 1, 2, 3). Ebenso stellt die Gleichung 

(2a) (P, 1, 2, 3) = const. 

die Gleichung einer ganz bestimmten Ebene dar, welche der durch das 
Dreieck (1, 2, 3) bestimmten parallel ist; denn ihr genügen die Ko- 
ordinaten aller und nur derjenigen Punkte, für welche das sechs£EU^he 
Volumen des Tetraeders (P, 1, 2, 3) einen und denselben Wert besitzt, 
und welche zugleich auf einer und derselben Seite jener Ebene liegen. 
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Entwickelt man diese Gleichung (2 a) nach der ersten Horizontal- 
reihe, so erhalt man eine Gleichung von der Form 

(3) ax + by + ce + d-=^0, 

d. h. eine lineare Gleichung zwischen den rechtwinkligen Koordinaten 
Yon P. Umgekehrt stellt jede solche Gleichung eine ganz bestimmte 
Ebene dar. Um den Nachweis daffir zu geben, bringen wir die Glei- 
chung (3) auf die für die Anwendungen ganz besonders brauchbare 
sogenannte Hessesche Normalform, in der jeder der vier Gleichungs- 
koeffizienten eine anschauliche geometrische Bedeutung besitzt. Wir 
setzen voraus, daCs nicht alle drei Koeffizienten a, &, c zugleich Null 
sind, da sonst die Koordinaten keines endlichen Punktes die Gleichung 
befrie digen würde n, dividieren die Gleichung durch denjenigen Wert 
von Ya^ + 6* + c*, dessen Vorzeichen dem von d entgegengesetzt ist, 
und setzen dn-nn 

a h ^ c 

S3B cos a, =s cos 0. =s cos v, 

(4) ä 

so dais die Gleichung übergeht in 

(5) a; cos a -f y cos /} -f jer cos y — jp = 0, 

^70 

cos^a -f cos*/J + cos*y = 1 
ist. 

Ist nun OP==r eine beliebig gerichtete Strecke, deren An&ngs- 
punkt mit dem Nullpunkt zusammenfallen möge, und sind (X, ft, v) 
die Winkel, welche r mit den positiven Achsenrichtungen bildet, so 
ist bekanntlich stets 

cosil*+ cos/it*+ cosv*= 1; 

sind umgekehrt X, il, v drei Winkel, zwischen deren Kosinus diese 
Gleichung besteht, so bestimmen sie eindeutig eine Richtung OPy 
nämlich die der Diagonale desjenigen rechtwinkligen Parallelepipedon, 
dessen eine Ecke ist, und dessen Kanten J., OB, OC in den drei 
Koordinatenachsen liegen und bezw. gleich cos X, cos /t, cos v sind. 
Also wird auch durch die drei in (4) eingeführten Winkel a, /}, y eine 
Richtung q eindeutig bestimmt. 

Es sei nun P ein beliebiger Punkt, dessen Koordinaten {Xj y, e) 
der Gleichung (5) genügen, es sei femer OP = r und X, /t, v die 
Winkel von OP mit den Koordinatenachsen. Dann ist 

a;»rcosX, y = rcosf*, j?«=»rcosv. 
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and die Substitution dieser Werte in (5) ergibt 

r(cos>lco8a + cos /t cos /3 + cosi/cosy) =jp, 

d. h. für alle diese Punkte P besteht die Gleichung 

rcos(r, (»)=jp. 

Die Entfernung eines beliebigen Punktes P yom Eoordinatenan&ngs- 
punkte ist also stets grölser als jp^ und dann und nur dann gleich jp, 
wenn r mit q zusammenfallt. Der Gleichung (1) genügen also aUe 
und nur die Punkte P derjenigen Ebene E, die auf der Linie q im 
Abstände p Tom Anfangspunkte senkrecht steht 

Jede Gleichung xeoBcc + ycosß + jsoosy —p «= stellt 
also eine Ebene dar^ deren senkrechter Abstand Tom Anfangs- 
punkte gleich p ist, und die mit den Achsen die Winkel a, ß, y 
bildet. 
Wir wollen nun weiter untersuchen, welchen Wert der Ausdruck 
xco8a + yoosß + jscosy —p 

erhält; wenn man f^ x, y, z die Koordinaten i, rj, ^ eines auiserhalb 
E liegenden Punktes P substituiert. 

Betrachten wir diejenige Ebene E\ welche parallel zu der ursprüng- 
lichen E durch den Punkt P » (£, r^, Q gezogen ist, so wird deren 
Gleichung 
(5a) ic cos a + y cos /J + £r cos y -- p' = 0, 

wop^ ihren senkrechten Abstand vom Anfangspunkte bedeutet. Ist aber d 
der senkrechte Abstand des Punktes P von der ursprünglichen Ebene, 
positiv oder negativ genommen, je nachdem P auf derselben oder auf 
der entgegengesetzten Seite der Ebene liegt, wie der Eoordinaten- 
anfangspunkt, so ist stets p^^'p ^ d. 

Ersetzt man also (o;, y, z) in der Gleichung (5 a) durch die Ko- 
ordinaten (S, 1}, S) von P, und p^ durch p — 8, so ergibt sich aus ihr 
für d die Darstellung 

d» — (5 cos« + i}cos/} + gcosy — jp). 
Es gilt also der Satz: 

Substituiert man in die linke Seite der Gleichung (5) 
einer Ebene E in der HesseBchen Normalform die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes P, so stellt sie den senkrechten Ab- 
stand desselben von jener Ebene dar und zwar mit dem 
negativen oder dem positiven Vorzeichen, je nachdem P auf 
derselben oder auf der entgegengesetzten Seite von E liegt^ 
wie der Anfangspunkt 
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§2. 

Durch die im yorigen Abschnitte durchgeführte Betrachtnng des 
Tetraederrolamen fanden wir die Gleichnng einer dnrch drei ihrer 
Punkte 1> 2, 3 bestimmten Ebene in der folgenden Form 

1, Xy y, SS 
!•> ^\y Vif ^1 

oder 

(1) ^\yiy^xy i| + y|^i,^u i| + ^l^.yi, i|-ki, yi, ^iHO, 

wo die Koeffizienten die ünterdeterminanten der obigen Determinante 
vierter Ordnung bei ihrer Entwickeinng nach den Elementen der ersten 
Zeile sind. 

um die geometrische Bedentnng jener vier Koeffizienten zu finden^ 
bringen wir die Gleichnng (1) durch Division mit 



0, 



auf die ^es^esche Normalform. Da in dieser Form das konstante 
Glied gleich dem senkrechten Abstände p der Ebene vom Nullpunkte 
ist^ so ergibt sich die Gleichung 

^__L5jLyiTAL 

P TT 

Nun ist aber die im Zähler stehende Determinante gleich dem sechs- 
fachen Inhalte (0^ 1^ 2, 3) des Tetraeders^ und da dieser anderseits 
auch gleich dem doppelten Produkte aus seiner Grundfläche^ d. h. dem 
Dreieck 1, 2^ 3 und seiner Hohe p ist, so ergibt sich aus der obigen 
Gleichung 
(2) W=^y\y„z„\\*+\z„x„l\*-\.\x^,y^,l\^^ (1, 2, 3), 

wenn (1^ 2, 3) wieder wie auf S. 182 den doppelten Inhalt des Drei- 
ecks 1^ 2, 3 bezeichnet Der Ausdruck W stellt also den doppelten 
Flächeninhalt des beliebig im Räume angenommenen Dreiecks 1, 2, 3 dar. 
um nun die geometrische Bedeutung der in dieser Gleichung auf- 
tretenden Quadratwurzel zu finden, projizieren wir das Dreieck 1, 2, 3 
auf jede der drei Koordinatenebenen. Betrachten wir nur das Pro- 
jektionsdreieck 1', 2', 3' in der yjgr-Ebene, so sind die Koordinaten 
seiner Ecken beziehlich {y^j z^y (y^j 0^), {y^^ j?,); also wird seine doppelte 
Inhaltszahl durch die Determinante ly^ «u 1| ausgedrückt Da nun 
fQr die Inhaltszahlen der beiden anderen Projektionsdreiecke offenbar 
die analogen Ausdrücke gelten, so ergibt sich der Satz: 
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Die Inlialtszahl (1^ 2, 3) irgend eines Dreiecks im Baume 

ist gleich der Quadratwurzel aus der Quadratsumme seiner 

Projektionen auf die drei Eoordinatenebenen. 

Da femer bei der Division der Gleichung (1) durch TT« (1, 2, 8) 

die Koeffizienten von x, y und z bezw. gleich cosa^ cos/I und cosy 

werden^ wenn z. B. a den Winkel der Ebenennormalen mit der ^- Achse 

oder^ was dasselbe ist^ den Winkel der Dreiecksebene mit der yjer-Ebene 

bedeutet u. s. w., so ergeben sich die Gleichungen 

(1, 2, 3)cosa = |yi, i?i, 1|, (1, 2, 3)cos/J= |xr„ x^y 1 1, 
(1, 2, 3)cosy = |a:i, yi, 1|, 
und aus ihnen folgt unmittelbar der Satz: 

Projiziert man ein beliebig im Baume liegendes Dreieck 
1^ 2^ 3 senkrecht auf eine beliebige andere Ebene, so ist die 
Inhaltszahl des Projektionsdreiecks 1', 2\ 3' gleich der des 
ursprünglichen, multipliziert mit dem Kosinus des Neigungs- 
winkels der Dreiecksebene und der Projektionsebene. 
Derselbe Satz gilt dann, wie leicht zu beweisen ist, auch für die 
Projektion einer beliebigen ebenen Figur auf eine andere Ebene, da 
diese stets in Dreiecke zerlegt werden kann. 

Wir stellen uns nun die weitere Aufgabe, den Inhalt eines 
Tetraeders 0, 1, 2, 3 aus den Längen und Bichtungen von drei zu- 
sammenstoüsenden Kanten desselben zu berechnen, eine Aufgabe, welche 
sofort auf die früher geloste zurückgeführt werden kann. Wir nehmen 
an, dals die Ecke des Tetraeders der Koordinatenanfangspunkt ist. 
Bezeichnen wir dann in dem Tetraeder 0, 1, 2, 3 die Langen der drei 
Kanten (0, 1), (0, 2), (0, 3) mit r^jT^j r^ und die Winkel jener drei 
Kanten mit den Koordinatenachsen beziehlich durch (c^, /3i , y^^ {fhfßty yt)f 
(«8> ßiy r^y so sind die Koordinaten {x^, y^, z^), (x^, y„ ^,), (a^, y,, ^,) 
der Punkte 1, 2, 3 gegeben durch die Gleichungen 

Xi^Ti HOB tti, y<=r<cos/5<, jBr<=r<cosy< «=.!,«, 6). 

Setzt man aber diese Werte in die Determinante \Xi, yi, Zi] ein, 

welche den sechsÜEichen Inhalt V des Tetraeders 0, 1, 2, 3 angibt, so 

erhalt man die Gleichung 

cosa^, cos/S^, cosyi 

cosoj; cos /3|, cosy^ • 

cos «8, cosft, cosyj 

Das sechsfache Volumen des Tetraeders 0, 1, 2, 3 ist also gleich 
dem Produkte dreier zusammenstolÜsender Kanten, multipliziert mit 
einer Determinante, deren Elemente nur von den Bichtungen der 



(3) 6F-r,r,r, 
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Kanten abhangen, um ihre geometrische Bedentang zn snchen, be- 
trachten wir den Inhalt Fq eines Tetraeders^ dessen Kanten den vorigen 
parallel sind, die aber samtlich die Länge 1 haben; für dieses Tetraeder 
liegen also die Punkte 1, 2, 3 anf der Flache der mit dem Radius 1 
mn den Nullpunkt beschriebenen Kugel. Dann ist 6Fq genau gleich 
jener aus den Richtungskosinus gebildeten Determinante. 

Diese Determinante besitzt in der Geometrie der Ebene ein yoU- 
si»ndiges Analogon: Sind nämlich r^ und r, die Seiten eines Dreiecks 
und (tf^, ß^), (a^f ß^) die Winkel, welche r^ und r, mit den Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatensystemes in der Ebene des Dreiecks 
bilden, so ist der doppelte Dreiecksinhalt 

cosoj, cos ß^ 
cos a^, cos ß^ 

wo sin (r^, r,) nur von der Richtung der beiden Seiten abhängt und 
ab der doppelte Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks definiert werden 
kann, dessen Seiten den vorigen parallel sind, die aber die Länge 1 
besitzen. 

Die Analogie dieses Ausdruckes mit der beim Tetraederinhalte auf- 
tretenden Determinante hat nun t;. Staudt im Jahre 1842 dazu ge- 
führt, jener Determinante einen besonderen Namen zu geben; er nennt 
sie den Sinus der durch die Kanten r^, rj, r, gebildeten Ecke 
und schreibt dieselbe in der Form 

COSC^, cos ßij COS}^^ 

coscKj^ cos/Sj, eo%y^ • 
cos «3, cos/Sj, cosy, 



2J^r.r, 



1^2 



: r^r, sin (ri,r,), 



(4) sin (rj, r„ rj) : 



Dann schreibt sich der vorher gefundene Ausdruck (3) für das Volumen 

des Tetraeders, yoUig analog dem vorher für das Dreieck angegebenen, 

folgendermafsen 

(3a) 6 F= rj r, r, sin (r^, r„ r,). 

Denkt man sich endlich das Koordinatensystem parallel mit sich selbst 
verschoben, wobei sich weder die Seitenlängen, noch der Sinus der 
Ecke ändert, so ergibt sich der Satz: 

Das sechsfache Volumen eines Tetraeders ist gleich dem 
Produkte der drei von einer beliebigen Ecke ausgehenden 
Kanten, multipliziert mit dem Sinus jener Ecke. 
Aus der geometrischen Bedeutung des iS>toudffechen Sinus geht her- 
vor, da(s sin (r^, r,, r,) wie der ge wohnliche Süius stets zwischen ± 1 
liegt, und aus (4) folg^ femer, dafs die obere Ghrenze fOr die recht- 
winklige Ecke erreicht wird. 
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um uns von diesen Tatsachen durch blolÜse Rechnung zu über- 
zeugen^ beweisen wir^ dals das Quadrat dieser Determinante hSchstens 
gleich Eins ist Komponieren wir aber die Determinante (4) hinten 
mit der ihr gleichen Determinante des konjugierten Systemes^ so er- 
gibt eine einfache Rechnung die Gleichung 

sin*(ri, r,, rj)« Icos«!, cos/S^, cosyj |-|cosai, coso^^ cosa^l 

l-(a«+6«+c») + 2a6c, 



1, 


c, 


b 


c, 


1, 


a 


b, 


a, 


1 



wenn 

a = cos «^ cos «3 + cos /5, cos /S, + cos y, cos y^ = cos (r^, r,) 

ist und entsprechend 6 = cos(r3, r^) und c = cos(ri, r,) gesetzt wird. Die 
drei Zahlen a, b, c sind demnach positive oder negative echte Brüche. 
Ist also abc negativ, so ist sin*(ri, r„ r,) sicher ^ 1. Ist aber jenes 
Produkt positiv, so muis mindestens einer seiner drei Faktoren positiv 
sein. Ist das a, so ist auch bc > 0, und aus der Gleichung 

sin« (r„ r„ r,) = (1 - a») - (6 - cy - 2bc{l - a) 

folg^ wieder, dals jene Gröüse sicher kleiner ist als Eins. Ebenso 
leicht erkennt man aus diesen Gleichungen, dals sin'(ri, r,, r^) dann und 
nur dann den höchsten Wert 1 erreicht, wenn a =» 6 = c == ist, d. h. 
wenn die Richtungen r^, r^, r, aufeinander senkrecht stehen. 

Das Rechnen mit den StaiAcUschen Sinus ist nichts weiter als ein 
Rechnen mit speziellen Determinanten, oder was dasselbe ist, mit 
Tetraedern auf der Einheitskugel, ebenso wie in der Trigonometrie das 
Rechnen mit gewohnlichen Sinus nur ein Rechnen mit gleichschenkligen 
Dreiecken im Einheitskreise ist; auch hier wird durch die Determinanten- 
theorie die Trigonometrie entbehrlich gemacht 

Als erste Anwendung stellen wir uns die Aufgabe, mit Hilfe 
der Staadtschen Sinus das Produkt zweier Tetraedervolumina 0, 1, 2, 3 
und 0', 1', 2', 3' durch die Längen und Richtungen der Kanten je 
einer Ecke auszudrücken. 

Es seien (s^, s,, s^) und (ö^, 6^, 6^) die von den Ecken und 0' 
ausgehenden Kanten und 

/«i, ßu ri\ /«{; ßi r[\ 

( «,, A, y, ) und ( «i, /5i, y; 

die Winkel, welche dieselben mit den Koordinatenachsen bilden. Mul- 
tipliziert man dann die Inhaltsdeterminante 
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coBcc^y cos/S}^ cosy^ 

COSO^, COS/S^y C08}^2 

cos «3, cosft, cosy. 



mit der Inhaltsdeterminante für das zweite Tetraeder 



cosa[, Qosa^, cosa^ 
cos/3^, cos/3^, cos/3^ 
C08y{, cosy,^ cos^g 



so ergibt sich wie vorher nadi dem Multiplikationssatz die Gleichung 

cos(Si, «yj, cos(Si, <y,), cos(si, 6^) 
cos(s„ 6^), co8(5i, <y,), cos(s„ 6^) 

C08(«8> <^l)i C08(«S7 «^f); cos («5, 6^) 



36 FF' = Si s, Sj • «Jj <y, «y, • 



'^iSjÄj-cJicyjcyj- 



^1? ^> ^8 

wo zur Abkürzung allgemein 

Cik = cos {Si, 6k) =■ cos «< cos alt + cos ft cos ßl + cos y< cos yi 

gesetzt ist 

Fallen speziell beide Tetraeder zusammen, so erhalt man genau 
wie oben 

36F«= 



sj^^ 



1, 


c, 


b 


c, 


1, 


a 


h 


a, 


1 



4sl4{l-(a^+b^+c^) + 2abc), 



wenn wieder a, 6, c die Kosinus der Winkel (r,, r,), (rj, rj und (r^, r,) 
bedeuten. 

Ebenso wie wir den Inhalt eines Tetraeders aus drei zusammen- 
stolÜsenden Kanten und dem Sinus der eingeschlossenen Ecke berechnet 
haben, sind wir auch imstande, den Inhalt desselben aus drei zu- 
sammenstolÜsenden Seitenflachen und aus der von ihnen eingeschlossenen 
Ecke zu berechnen. 

Zu dem Zwecke betrachten wir wieder das Tetraeder 0, 1, 2, 3, 
dessen Spitze im Koordinatenanfangspunkte liegen möge. Dann ist 
sein sechsfacher Inhalt gleich der aus dem Systeme 



(5) 






gebildeten Determinante. Bildet man nun das za diesem adjnngierte 
System 

Kroneok.t, Datanninanton. 15 
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(5a) 



dessen Elemente also die ünterdeterminanten zweiter Ordnung des 
vorigen Systemes sind, so ist nach der auf S. 143 bewiesenen Lagramge- 
sohen Determinantenrelation 

Nnn kann man aber leicht die nenn ünterdeterminanten (5 a) aus- 
drücken durch die drei in zusammenstolsenden Seitenflächen (0, 1, 2), 
(0, 2y 3), (0, 3, 1) und deren Neigungswinkel zu den drei Eoordi- 
natenebenen. So ist z. B. 



X,. 






die doppelte Projektion des Dreiecks (0, 2, 3) auf die FZ- Ebene, und 
entsprechende geometrische Bedeutung besitzen alle anderen acht 
ünterdeterminanten. Bezeichnet man also die Inhaltszahlen der drei 
Dreiecke 

0, 3, 3, 0, 3, 1, 0, 1, 2 beziehlich durch /i, ^„ /i 

und die Winkel dieser drei Tetraederebenen mit den Eoordinatenebenen 
beziehlich durch n h ^ 

Ol, Ulf Ci 

(h> K <kf 
80 dals also z. B. a^^if^, YZ) der Winkel ist, den die Tetraeder- 
flache f^ mit der 7Z- Ebene bildet, u.s.w., so ergibt sich f&r das ad- 
jungierte System die folgende Darstellung 

/Zj, Zj, XjN /2^iC08ai, 2^jCOsa5, 2^cosa8\ 
(Fl, Fj, F3) = (2/;cos6i, 2^cos6„ 2/ico8 6j, 
VZj, Z„ Zj \2/;cosCi, 2^,cosei, 2/3 cos V 

und wenn man auf beiden Seiten zu den Determinanten übergeht, so 
erhalt man 



(6) 



3«F»=2/i^/i 



cos&i, cos&i, cos&s • 

COSC^, COSC,, COSC5 

Die hier auftretende Determinante kann offenbar ebenfSEiUs als ein 
iS>tou{2fecher Sinus geschrieben werden. Wir wollen ihn durch 
sin {f^y f^, f^) bezeichnen. Sind JR^, 22^, 1^ die drei Normalen zu 
fu Uf Uf Bo ist z. B. o, = (/i, FZ) - (-Bi, X), also 

cos (/i, YZ) = cos (JSi, Z), . . ., 
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und infolgedessea geht jene Determinante in sin (iZ^^ B^, B^) über. 
Denkt man sich abo im Anferngsponkte jene drei Senkrechten 
R^, B^, R^ zn f^y f^j /, errichtet, so erhalt man eine nene dreiseitige 
Ecke (i2|, B^y B^y welche wir die zn (^, f^y f^) polare Ecke nennen 
wollen. Dann zeigt sich also, dals der hier anftretende StaudtsdiB Sinns 
gleich dem Sinus der polaren Ecke ist; man erhalt somit die Gleichung 

(7) 3» F»- 2/ir,/', sin (/;, f„ Q - 2f,f,f,üniB„ B,, B,), 

und dieselbe Gleichung bleibt offenbar bestehen, wenn man den Eo- 
ordinatenanüangspunkt beliebig verlegt. 

Betrachtet man endlich, wie vorher, das Produkt F« F' der Vo- 
lumina zweier Tetraeder 0, 1, 2, 3 und 0', 1', 2\ 3', deren in und 0' 
zusammenstolsenden Flachen beziehlich f^y f^y /s und /*/, f^y f^ sein 
mögen, so ergibt sich aus (6) 

(8) 3«r«F'»-4/i^/i-/;'/;'/','|co«'(/;, oi 

wo z. B. 

cos(/i, fl) = COS64 cosa{ + cosB^ cos6{ + cosc^ cosc{ 

den Kosinus des Neigungswinkels der beiden Flachen f^ und f^ be- 
deutet u. 8. w., oder aus (7), wenn die zu 0' polare Ecke mit 
(B[y B^y B^) bezeichnet wird 

(8a) 3*. F« r'^4fJ,f,.flfifism{B„ iJ,, B,).sm(B[y B^y BQ. 

Betrachten wir endlich wieder den Bpeziellen Fall, dab heide Tetraeder 
nuammenfaJlen, so erhalten wir ans der soeben gefundenen Glei- 
ohong (8) nach Ansziehnng der Quadratwurzel 

1, cos(/i,^), cos(/l,/',) 
cos(/i>^»), 1> co8(^, /,) 

COB(/i,/'»)> C08(/j,/j), 1 



(8b) i-F«=/;r,/i 



Stellt man die gefmidenen Ausdrücke f&r das Tetraedervolumen zu- 
sammen, so ergeben sich die folgenden Gleichungen 



(9) 



' 


1, 1, 1, 1 


6F= 


^If ^f ^1 ^4 

Vi, Vi* y», y* 




"it ^t> ^S> ^4 




|F»=/i^,/i 



rir,r,sin(ri, r„rj) 



Ähnlich wie der Inhalt eines Dreiecks auch aus allen drei Seiten, 
kann der Inhalt eines Tetraeders aus allen seinen sechs Kanten ge- 

15* 
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fanden werden, um diese wichtige Gleichung herzuleiten^ Ter&hrem 
wir genau wie bei der entsprechenden Frage in der Ebene. 

Es seien (1, 2, S, 4) und (5, 6^ 7, 8) zwei ganz beliebige Tetraeder 
im Baume y und es seien 

allgemein die Koordinaten ihrer Eckpunkte. Dann kann das Produkt 
ihrer sechsüftchen Inhalte (1, 2, 3, 4) und (5, 6, 7, 8) folgendermaßen 
als eine Determinante fOnfter Ordnung geschrieben werden 



-(1,2,3,4)(5,6,7,8) = 



1, 


«1, 


Vi, 


«1» 







0, 


0, 


0, 


0, 


1 


1, 


<h, 


y%, 


»»> 







ais» 


a«» 


»r, 


ai.» 





1, 


»5, 


Viy 


hl 







%» 


Vi* 


Vti 


y»f 





1, 


Xt, 


Vif 


«4, 







%> 


«6, 


h, 


»6, 





0, 


0, 


0, 


0, 


1 




1, 


1, 


1, 


1, 






^i<h + ViVi-^ hh> 1 

«ia5 + y,y5 + «,*5, 1 

!i^Xi + y»yi+ hh, 1 

«t^ + ViVi^ »i^if 1 

1, 1, 1, 1, 



oder in leicht verslaiidlicheT Bezeiclmnng 



XiX^-\- ytyi+ eiZky 1 



,0 






-(1,2,3,4)(5,6,7,8). 
Diese Determinante kann aber, da allgemein 

ist^ genau wie auf S. 202 in die folgende Determinante umgeformt werden 

1 



-(1,2,3,4)(5,6, 7,8) = 



2 ^iV 
1, 



Wenn also V und F' die Inhaltszahlen jener beiden Tetraeder sind, so 
folg^ nach einfeM^hen Umformungen 

(10) . 8(1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8) = 288 VT^ ^*' \ 

Hier ist das Produkt beider Tetraeder durch die 16 Strecken s^^ aus- 
gedrückt, welche von den Ecken des einen zu denen des anderen hin- 
führen. 



§ 2. Berechnmig des Tetraedeiroltunen ans seinen sechs Kanten. 229 



Betrachten wir nun den speziellen Fall^ dals beide Tetraeder zn- 
sammenfallen, so werden bei der Determinante in (10) die Diagonalglieder 
zu Nnll^ während die übrigen Sa gleich den Kanten 
des Tetraeders werden. So ergibt sich für den Inhalt „yßi 
eines Tetraeders mit den Kanten a, b, c, a, ß, y (siehe /(j'^'*^-^ 
die Figur) der folgende Ansdrack 



(11) 



288 F« 



0, c», &», a», 


1 


c», 0, o», ^», 


1 


6«, a», 0, y», 


1 


«», ^», y», 0, 


1 


1, 1, 1, 1, 






Fallen die vier Punkte in eine Ebene, so verschwindet diese Deter- 
minante; die Gleichung 

A = 

enthalt also die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs 
die vier Punkte 1, 2, 3, 4 in einer Ebene liegen. 

Ganz auf demselben Wege würde man bei fünf beliebigen Punkten 
1, 2, 3, 4, 5 im Baume finden, dals die analog aus den zehn Ent- 
fernungen derselben gebildete Determinante 6^' Ordnung identisch 
verschwindet. 

Betrachten wir endlich noch den speziellen Fall, dafs die beiden 
Tetraeder (1, 2, 3, 4) und (5, 6, 7, 8) einer und derselben Kugel mit 
dem Radius r einbeschrieben sind, deren Mittelpunkt der Koordinaten- 
anfangspunkt ist. Dann ist identisch 



36Fr=-^ 






X. 



- ;t I ^- iXiXi + yiyk+ sSiSfi) \ 



X^f X^f Xj, x^ 

ysp y^f yif ys 

^hJ ^6> ^> ^8 



/<=!,«, «.4\ 



oder da 

s?* = {Xi - a;*)* + (y< - »*)*+ (^.— ^*)*= 2[r*- (a;<a?*+ y<y*-f ^<5*)] 

ist, so ergibt sich, wenn man auf beiden Seiten mit 16 multipliziert 
und dann rechts die Entfernungen 8^ einführt. 



(12) 



36 16 FF' 



-T.I^J> 



WO sich die Determinante von der in (10) gefundenen nur durch das 
Fehlen der Bander unterscheidet 
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Fallen beide Tetraeder zoBammen, so geht unsere Gleichimg über in 



(13) 



36.16. F» ^ 



0, c», 6», a» 

c», 0, a», /J» 

&», a\ 0, y» 

«*, ß', y*, 



wenn wieder a^ ß, y drei znsammenstolsende und a, &, c die drei 
a, /3 und }^ gegenüberliegenden E[anten des Tetraeders bezeichnen; und 
durch Ausrechnung erhalt man die folgende elegante Formel f&r das 
Tetraedervolum 

(24.F)»-^[2(a«)«(&/J)»+ 2(6^)»(cyy + 2{cv)\ai>)^- (a«)*- (6«*-(cy)*] 

=A(oa+6/' + cy)(-a«+6/'+cy)(o«— 6/'+cy)(o«+6/J-cy). 



Vierzehnte Vorlesimg. 

Definition der homogenen Ponkt- und Ebenenkoordinaten. — Die Bedingongs- 
gleiclinng für die vereinigte Lage eines Ponktes nnd einer Ebene. — Die lineare 
Gleichung swischen den homogenen Koordinaten eines Punktes. — Die quadratische 
Gleichung zwischen den homogenen Koordinaten einer Ebene. — Die Gleichung 
der Kugel in Ebenenkoordinaten. — Das Tetraedervolumen in homogenen Punkt- 

und Ebenenkoordinaten. 

§ 1. 

Die dorchgefOhrten Untersuchungen über die Inhaltsbestimmung 
des Tetraeders legen es nahe, auch im Baume an Stelle der Carte$i8chen 
Koordinaten eine neue Art der Koordinatenbestimmung einzufahren, 
um die auch hier auftretende ünsymmetrie in den analytischen Aus- 
drücken zu vermeiden; und zwar woUen wir, ahnlich wie dies in der 
elften Vorlesung geschah, gleichzeitig für die Punkte und für die 
Ebenen diese neuen sogenannten ^^homogenen Koordinaten^' einführen. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von einem beliebig im Baume an- 
genommenen Tetraeder aus; seine Ecken wollen wir mit 1, 2, 3, 4 und 
die ihnen* gegenüberliegenden Ebenen mit I, 11, IQ, lY bezeichnen; 
wir wollen jene Ebenen die Fundamental- oder Koordinatenebenen 
nennen. Auf jeder der vier Fundamentalebenen setzen wir eine positive 
und eine negative Seite willkürlich fest, und den Abstand eines Punktes 
von einer jener Ebenen rechnen wir positiv oder negativ, je nachdem er 
auf der entsprechenden Seite liegt Der Einfachheit wegen wollen wir 
diese Festsetzung so machen, dals das Innere des Tetraeders immer auf 
der positiven Seite der betreffenden Fundamentalebene lieg^, so dafs also 
die Abstände (1, 1), (2, II), (3, HI), (4, IV) der Tetraederecken von 
den gegenüberliegenden Fundamentalebenen positive Zahlen sind. Nimmt 
man dann einen Punkt 5 beliebig im Baume an, so bestimmt er mit 
den Flachen (2, 3, 4), (1, 3, 4), (1, 2, 4) und (1, 2, 3) des Fun- 
damentaltetraeders zusammen vier Tetraeder, und seine Lage ist voll« 
si»ndig bekannt, wenn von den vier Inhaltszahlen 

(1) (5,2,3,4), (1,5,3,4), (1,2,5,4), (1,2,3,5) 
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nur drei gegeben sind; denn durch die Gleichung 

(5, 2, 3, 4) = consi 

z. B. wird ausgesagt^ dals der Ponkt 5 aof einer ganz bestimmten 
Parallelebene zu I sich befindet; nnd da das Analoge für die übrigen 
Gleichungen gilt, so wird durch drei solche Gleichungen jener Punkt 
als Durchschnittspunkt von ebensovielen Ebenen bestimmt, welche drei 
unter den vier Eoordinatenebenen I, H, HL, lY parallel laufen, also 
nur einen Schnittpunkt besitzen. 

Sind daher die Werte aller vier Inhaltszahlen (1) gegeben, so muis 
zwischen ihnen notwendig eine Relation bestehen, welche eine dieser 
Zahlen als Funktion der drei anderen eindeutig bestimmt. 

Man konnte diese yier Inhaltszahlen selbst als die homogenen 
Koordinaten des Punktes 5 in Bezug auf das Fundamentaltetraeder 
bezeichnen; fdr die Anwendungen ist es aber bequemer, statt ihrer 
ihr Verhältnis zu der Inhaltszahl des Fundamentaltetraeders einzufflhren; 
wir setzen deshalb 

W «*i-(l,2,8,4/ ^=(1,2,8,4)' ^ (1,2,8,4)' *** (1,2,8,4) 

und bezeichnen (u^, t^, t%, uj ab die homoge nen Koordi naten des 
Punktes 5 in Bezug auf das Koordinatenteiaraeder 1, 2, 3, 4. 

Diese Koordinaten besitzen noch eine leicht angebbare geome- 
trisc he Bedeutu ng. Betrachtet man z. B. die beiden Tetraeder 5, 2, 3, 4 
und 1, 2, 3, 4, so haben sie die Ghrundflache 2, 3, 4 gemeinsam, ihre 
Volumina verhalten sich also wie die Abstände (I, 5) und (I, 1) ihrer 
Spitzen 5 und 1 von der gemeinsamen Grundebene I, und zwar ist jenes 
Verhältnis positiv oder negativ, je nachdem jene beiden Punkte auf der- 
selben oder auf entgegengesetzten Seiten der Ebene I liegen; das Ent- 
sprechende gilt offenbar für die drei anderen Tetraederverhaltnisse. 
Bezeichnet man also allgemein mit 

a, 5), (n, 5), (m, 5), (IV, 5) 

die Abstände irgend eines Punktes 5 von den vier Tetraederflächen, so 
können die vier homogenen Koordinaten des Punktes 5 auch folgender- 
malsen dargestellt werden 

(S\ u.«22A), u.^^^^\ u.- (^^^\ u.=. ^^^K 

wo die vier positiven Zahlen 



§ 1. Die homogenen Pooktkoordinaten. 



233 



(3a) (I, l) = *i, (n,2)-A„ (m,3)=.»„ (IV,4)-Ä, 

die vier Hohen des Fundamentaltetraeders bedeuten. 

Statt der obigen Qnotienten hätte man auch die Abstände (1^5)^... 
des betrachteten Punktes von den yier Tetraederflächen selbst als Ko- 
ordinaten desselben einflihren nnd dabei statt der kürzesten Abstände 
auch Abstände nehmen können, welche in vier von vomherein bestimmten 
Richtungen zu messen sind; aber die obige Definition der homogenen 
Punktkoordinaten ist für die folgenden Ausführungen bequemer. 

Bei dieser Definition der homogenen Koordinaten sind die Ko- 
ordinaten der Eckpunkte 1, 2, 3, 4 des Fundamentaltetraeders selbst 
beziehlich 

1, 0, 0, für den Eckpunkt 1 

0, 1, 0, „ „ „ 2 

0, 0, 1, „ „ „ 3 

0, 0, 0, 1 „ „ „ 4. 



(4) 



Femer sind die Koordinaten aller im Inneren des Tetraeders liegenden 
Punkte stets positive echte Brüche, während, &lls der Punkt aus dem 
Inneren des Tetraeders durch eine der Ebenen hinausgeht, die ent- 
sprechende Koordinate offenbar vom Positiven ins Negative übergeht. 
Die homogenen Koordinaten (t^i; t<s, Us, tij eines Punktes 5 sind 
lineare Funktionen seiner Carfestsohen Koordinaten (rr, y^ z) in Bezug 
auf ein beliebig gewähltes rechtwinkliges Koordinatensystem. In der 

Tat, sind 

X cos a,-f y cos /5< -f jßf cos y^ — ^<— (< = i,2,8,4) 

die Gleichungen der vier Tetraederebenen in der Normalform, so ist auch 
nach dem auf S. 220 unten bewiesenen Satze 



(5) 



-Ui- 



Ä cos a^ -f- y cos /3^-f- Ä cos y^ — p^ 



(i=l, 2,8,4). 



(6) 



\WK 



Die aus den Koeffizienten gebildete Determinante 
coBc^, cos/3^, cosyi, — jpj 

COSOj, COS/5^, COS}^|, — 1>2 

cos «3, cos/Sj, cosy,, — ft 
cosa^, cos/S^, cosy^, — 1>4 

ist hier notwendig von Null verschieden. Wäre sie mLmlich gleich 
Null, so konnte man vier nicht sämtlich verschwindende Zahlen 
iiy 9ff Qzf 9* ^^ bestimmen, dals 

ffl^l + S««i + ?8«8 + ?4«*4= 
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wäre für jede Lage des Punktes 5; lalst man aber 5 successive mit den 
vier Eckpunkten znsammenfallen^ so er^be sich wegen (4) der Reihe 
nach 

was mit der Torher gemachten Annahme im Widerspräche steht 

Infolgedessen kann man nunmehr durch Auflösung der Glei- 
chungen (5) auch die Ghrölsen x^ y, sf, 1 homogen und linear durch die 
homogenen Koordinaten fhf ^f ^y ^4 ausdrücken. 

Gbnz analog wie die Koordinaten eines Punktes kann man jetzt 
auch diejenigen einer Ebene durch ihre senkrechten Abslftnde yon den 
Ecken des Koordinatentetraeders definieren. Zu diesem Zwecke be- 
trachten wir eine Ebene Y und filieren auf ihr wieder willkürlich, aber 
fest, die positive und negative Seite. Bezeichnet man dann ihre positiv 
öder negativ gerechneten senkrechten Abstände von den vier Eck- 
punkten 1, 2, 3, 4 des Fnndamentaltetraeders beziehlich durch 

(1, V), (2, V), (3, V), (4, V), 

SO ist durch drei von ihnen die Ebene Y, allerdings nicht eindeutig, 
als gemeinsame Tangentialebene an drei um jene Eckpunkte mit den 
betreffenden Abstanden als Radien beschriebene Kugehi bestimmt. 
Durch den vierten Abstand wird, da die Eckpunkte nicht in einer 
Ebene liegen, die Bestimmung der Ebene Y zu einer eindeutigen. 

Auch hier woUen wir nicht jene senkrechten Abstände selbst, 
sondern ihre Yerhaltnisse zu den Tetraederhöhen betrachten, d. h. 
wir woUen 

als die homogenen Koordinaten der Ebene Y bezeichnen. 

Betrachtet man speziell die Ebenen 1, 11, UI, lY des Fundamental- 
tetraeders selbst, so sind ihre Koordinaten beziehlich gleich 

1, 0, 0, für die Ebene I 

0, 1, 0, „ „ „ n 
^ ^ 0, 0, 1, „ „ „ m 

0, 0, 0, 1 „ . „ „ lY. 

Sind femer Y und Y' zwei parallele Ebenen und (Di, U^y ZJ,, U^), 
(JJ[y U^y Uly Vi) ihre Koordinaten, so ist 

TT TT^ (1, V)-(l, VO (V, VO _ (V, Y^) 
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und analoge Gleichungen bestehen fOr die drei anderen Eoordinaten- 
differenzen. Bezeichnet man also die vier Seitenflächen des Eoordi- 
natentetraeders mit (p^y (p^y q>^, q>^ und beachtet, dab 

vA"- yA*" 9>8*8== 9>A= y(^' ^' ^' ^) 
ist, 80 ergibt sich die Proportion 

d.h. die Differenzen entsprechender Koordinaten von zwei parallelen 
Ebenen verhalten sich wie die vier Seitenflachen des Fundamental- 
tetraeders. 

§2. 

Durch drei der homogenen Koordinaten t^, ^j^Hj ^a ^^^ Punktes 
ist seine vierte Koordinate eindeutig bestimmt, und ebenso ist durch 
drei der Koordinaten Ui, ü^, U^, U^ einer Ebene die vierte, aber 
allerdings nicht eindeutig, bestimmt Es muls daher sowohl zwischen 
den vier Koordinaten eines jeden Punktes, als auch zwischen denen 
einer jeden Geraden eine identische Relation bestehen, zu deren Her- 
leitung wir jetzt übergehen wollen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine Ebene Y, deren Koordi- 
naten Uly U^y U^y U^ gegeben sind, und suchen den senkrechten Ab- 
stand eines Punktes 5 von ihr,, dessen homogene Koordinaten u^, t«^, u,, u^ 
sein mSgen. Dieser Abstand ist eine lineare Funktion seiner recht- 
winkligen, also eine homogene lineare Funktion seiner homogenen 
Koordinaten. Bezeichnen wir mit (Y, 5) den gesuchten senkrechten 
Abstand, so ist also 

(1) A,u, + A^u,+ A^u, + Ä,u,^ (Y, 5), 

wo die Koeffizienten A^, A^, A^, A^ zn bestimmende Zahlen sind, 
welche von der Lage des Punktes 5 unabhängig sind. Dieselben er- 
geben sich am einfachsten ' dadurch, dab man den willkürlich an- 
genommenen Punkt 5 beziehlich mit den vier Ecken des Fundamental- 
tetraeders zusammenfallen labt. Dadurch erhält man wegen (4) des § 1 

^-(V, 1), ^-(V, 2), J,= (V, 3), A-(V, 4), 
und die gesuchte Relation kann somit bei Berücksichtigung von (3) auf 
S. 232 in der Form geschrieben werden 

W (I, !)• ^v, 6) ^" (U, 2)' (V, 6) "*" (in, 8)* (VT) ■*' (IV, 4)* (V, 6) " ^' 

oder wenn man mit (Y, 5) multipliziert und die homogenen Koordinaten 

des Punktes 5 und der Linie Y einfahrt 

(3) Jhu, U,+ h,u,U^+h^u^U^ + h^u^U,^(Jy 5). 
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Diese Gleichung kann, je nachdem die Koordinaten des Ponktee oder 
der Ebene gegeben sind, in einer der Formen geschrieben werden 

,„ s (I,5)Oi + (n,5)I7, + (in,5)0,+ (IV,6)ü.= (V,5) 
^ ^ (V,l)t«. + (V,2)u,+ (V,3)u,+ (V,4)»,-(V,6). 

Die rechte Seite der Gleichung (3 a) ist dann und nur dann ^eich 
Null, wenn der Punkt 5 in der Ebene Y liegt, wenn also Punkt und 
Ebene vereinigte Lage haben. Nimmt man also die Ebene Y als ge- 
geben an, so sind die Lösungen der Gleichung 

(3b) Jhfh^t + h,u,U, + h^u^U^ + h^u^U^=0 

die Koordinaten (u^, ti^, ti^, u^ aller und nur der Punkte, welche in 
der Ebene Y liegen. Hält man umgekehrt den Punkt 5 fest, nimmt 
also seine Koordinaten ab gegeben an, so ergibt dieselbe Gleichung 
die Koordinaten aller derjenigen Ebenen, welche durch 5 hindurch- 
gehen und nur diese, d.h. die Gleichung des Punktes 5 in Linien- 
koordinaten. 

umgekehrt stellt aber auch jede homogene Gleichung 

(3c) a^u^ + a^ti, + (hu^+ a^u^= 

eine ganz bestimmte Ebene dar, wie man leicht erkennt, wenn man 
tii, Us, tig, U4 durch ihre Ausdrücke durch die rechtwinkligen Koordi- 
naten ersetzt; und eine genau entsprechende Überlegung lehrt, dab 
jede Gleichung 

(3d) Ä,U, + A^U, + Ä^U^+ Ä^U^^O 

einen ganz bestimmten Punkt darstellt Schreibt man die vorher ge- 
fundene Gleichung (3 b) in jeder der beiden Formen 

(Y,l)ti,+ (Y,2)u,+ (Y,3)U3+ (Y,4)u,-0 
(I, 6)üi + (n, 5)17, + (m, 5)Di + (lY, 5)r7,«0, 

so erkennt man weiter, da(s im ersten Falle die Koeffizienten (ii,(h9^f^A 
in (3 c) den Abstanden der dargestellten Ebene Y von den Ecken, im 
zweiten Falle, dals die Koeffizienten Ä^, A^, Ä^, A^ in (3d) den Ab- 
standen des dargestellten Punktes 5 von den Seiten des Fundamental- 
tetraeders proportional sind. 

So sind speziell 
(4) ti,-0, u,= 0, U3«0, u,-0 

die Gleichungen der vier Koordinatenebenen I, ü, III, lY in Punkt- 
koordinaten, während 

(4a) Di = 0, üi-0, D;,-0, Ü4=0 
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die Gleichungen der vier Eckpunkte 1^ 2, 3, 4 in Ebenenkoordinaten 
darstellen. 

Die Gleichung (1) liefert uns nunmehr in einfacher Weise die 
identische Relation^ welche zwischen den homogenen Koordinaten eines 
beliebigen Punktes besteht. Labt man nämlich jetzt die Ebene Y 
ins Unendliche rücken, und beachtet dabei, dals sich alBdann die vier 
Quotienten ^^ ^^ ^^ ^^ 

(V,6)' (V,6)' (V,6)' (V,6) 

dem gemeinsamen Werte eins nahem, wo auch der Punkt 5 im End- 
lichen liegen möge, so geht die Gleichung (1) in die ein£Etchere über 

(5) Ui + t4,+ U8+U4=l, 

und dieses ist die gesuchte Identität. 

Dieselbe Relation kann auch direkt aus der Entwickelung der 
identisch verschwindenden Determinante 

1, 1, 1, 1, 1 
1, 1, 1, 1, 1 

^u ^f ^f ^If ^ 

Vu y%y Vu y^f Vs 

^19 ^%9 ^8» ^19 ^6 

nach den Elementen der ersten Zeile hergeleitet werden. Hierdurch 
ergibt sich nämlich die Gleichung 

(2, 3, 4, 5) - (1,3, 4, 5) + (1,2, 4, 6) -(1,2, 3,6) + (1,2, 3, 4)=.0 

und diese geht in die soeben gefundene Identität über, wenn man sie 
in der Form schreibt 

(PstCS (6,2,3,4) (1,6,3,4) (1,2,6,4) (1,2,3,6) _^ 

^^'"^ (1,2, 8, 4) "^(1,2, 3, 4) "^(1,2, 3, 4) "^(1,2, 3, 4) ^• 

Geometrisch sagt dieselbe aus, dals die algebraische Summe der Volum- 
zahlen derjenigen vier Tetraeder, deren gemeinsame Spitze im Punkte 5 
liegt, und deren Grundflächen die vier Seitenflächen des Fundamental- 
tetraeders sind, gleich der Yolumzahl des letzteren ist. Dieser Satz ist 
unmittelbar evident, sobald der Punkt 6 innerhalb des Fundamental- 
tetraeders angenommen wird, da dann diese Inhaltszahlen dem sechs- 
fachen positiven Volumen jener vier Tetraeder gleich sind; aber auch 
im allgemeinen Falle wird er selbstverständlich, wenn man beachtet^ 
dab, falls z. B. der Punkt 5 die Fundamentalebene (2, 3, 4) über- 
schreitet, die zugehörige Inhaltszahl (5, 2, 3, 4) das negativ genommene 
sechsfache Volumen des betreffenden Tetraeders darstellt. 
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Weniger einÜEtch gestaltet sich die Herleitnng der identischen 
Relation fflr die Koordinaten {Ui, Uf, Z7,, U4) einer Ebene; dieselbe 
kann auch nicht linear sein^ da ja dnrch die Werte Ton drei Koordi- 
naten die vierte nicht eindeutig bestimmt ist. 

um diese zweite Relation herzoleiten, betrachten wir die Ebene Y, 
also auch ihre homogenen Koordinaten (Ui, U^, U^j ZJJ als gegeben, 
nnd gehen ans von den beiden ans (3 a) sich ergebenden Gleichungen, 
welche den Abstand zweier ganz beliebiger Punkte 5 und 6 Ton jener 
Ebene ausdrücken 

(i,6)Oi+(n,6)i7,+ (m,5)D;+(iv,5)D;-(v,6) 

(I,6)ü,+ (n,6)I7,+ (in,6)Di+(IV,6)f7,= (V,6); 
aus ihnen ergibt sich durch Subtraktion 

(6) ((I,5)-a,6)) Di + ((n, 6)-(n, 6))?7, + ((m, 5)-(m,6))l7, 
+ ((IV, 5)- (IV, 6)) 0,-(V, 6)-(V, 6). 

Ist nun VI eine Ebene, welche auf der 
Geraden 5, 6 senkrecht steht, so sind 
die in diesen Gleichungen auftretenden 
Differenzen den Kosinus der Neigungs- 
winkel von VI mit den Ebenen I, II, DI, IV, V 
proportional In der Tat lehrt ein Blick 
^ auf die nebenstehende Figur, dais ftir jede 
beliebige Lage der Ebene V die Gleichung 
besteht 

(6a) (V, 6) - (V, 6) = 576 cos (V, VI). 

Hier bedeutet 5, 6 den absoluten Wert der Entfernung der beiden 
überstrichenen Punkte, und unter (V, VI) soll ein fCLr allemal der 
innere Winkel jener beiden Ebenen, d. h. derjenige verstanden werden, 
welcher von der positiven Seite der einen und der negativen der 
anderen Ebene gebildet wird. Damit die Gleichung (6 a) bei dieser 
Festsetzung auch dem Vorzeichen nach bestehe, ist die positive Seite 
von VI passend zu wählen. Ist dies geschehen, und beachtet man 
alsdann, dals die beiden Seiten jener Gleichung bei einer Drehung der 
Ebene V gleichzeitig durch Null hindurchgehend ihr Zeichen wechseln, 
so erkennt man, dab jene Gleichung bestehen bleibt, wenn man die 
Ebene V mit einer der vier Tetraederebenen so zusammenfollen labt^ 
dals ihre positiven Seiten übereinstimmen. Ersetzt man also in (6) die 
Differenzen 

(i,6)-(i,6), (n,5)-(n,6), (m,5)-(m,6), (iv, 5) - (iv, 6), 

(V,5)-(V,6) 



A. 



Y Y 

Pig. 11. 
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durch die ihnen proportionalen Kosinus 

cos (I, VI), cos (n, VI), cos (m, VI), cos (IV, VI), cos (V, VI), 
80 geht diese Gleichung über in die folgende 

(7) Oicos(I, VI)+ Dicos(n, VI)+ £7,008(0, VT) + ü;cos(IV,VI) 

= C08(V, VI). 
Diese Gleichung besteht f&r jede Ebene V» {Ui, V^j U^, U^ und eine 
ganz beliebige Ebene VI, da diese nur senkrecht zu der beliebigen Ge- 
raden 5, 6 angenommen wurde; sie ist femer erßOlt, wie auch die 
positive Seite der Ebene VI gewählt sein möge, da ihre beiden Seiten 
zugleich das entgegengesetzte Voraeichen annehmen, wenn die positive 
Seite von VI mit der negativen vertauscht wird. 

Bezeichnet man also die vier Tetraederebenen wie auf S. 235 durch 
Vi9 Vif 9^8; Vi ^^<^ ^^ SB^'^ willkürlich angenommenen Ebenen V und VI 
mit ^ und Xf so geht die Gleichung (7) über in 

(8) üi 008(91, z) + U^cos{g>^, x) + Uz<^08{g>^, x) + U^oos(q>^, x) = cos (*, %), 

wo Ulf U^, ZJj, {74 die Koordinaten der Ebene ^ sind. 

Aus dieser Gleichung, welche fflr jede Lage der Ebene x g}^% 
kann die gesuchte Relation zwischen den homogenen Koordinaten 
{Ulf U^, U^y U^ einer beliebigen Ebene ^ mit Leichtigkeit abgeleitet 
werden. Labt man nämlich die beliebig zu wählende Ebene x suo- 
cessive mit ^ und dann mit jeder der vier Tetraederebenen VxfVtyVi} 9i 
zusammenfallen, so erhalt man die fänf Gleichungen 

Ui cos {q>i, tif) + Uf cos (9^, ii) + Di cos (95, ii) + U^ cos (94, ^) =» 1 
cos (9>„ t) = Ui cos (q>i, 9,) + U^ cos (9,, q>,) + U^ cos (9,, q>i) 

+ 1^4 cos (94, g>i) (< = 1,2,8,4), 

und wenn man die Werte der cos (q>i, ii) in die erste dieser Gleichungen 
einsetzt, so ergibt sich die gesuchte Relation in der folgenden Form 

(9) lI7iD*cos(9)„9>*) = l. 

Die linke Seite dieser identischen Relation ist eine quadratische Form 

der Koordinaten {Ui, U^, D^, U^ einer Ebene ^, deren Koeffizienten- 

svstem 

1, COS (91, 9,), cos (91, 9)3), cos (91, 9)4) 

co8(92;9i); 1; cos (9>„ 9)5), cos (y^, 9)4) 

cos (Vs; 9i)f cos (^8, 9,), 1, cos (9>5, 94) 

l cos (9)4, yj, cos (9)4, 9^), cos (9)4, 9)5), 1 

aus den Kosinus der sechs Neigungswinkel der Seitenflächen des 
Fundamentaltetraeders besteht Diese Relation findet sich niemals in 
den älteren Lehrbüchern der analytischen Geometrie* 



(cos (90 9*)) = 
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Die für die Ebenenkoordinaten bestehende Relation (9) lalst sich 
noch auf eine andere Form bringen. Zu diesem Zwecke betrachten 
wir dieselbe fdr eine Ebene tf}', welche parallel zu ^ durch den Pnnkt 1 
gelegt ist und deren Koordinaten U^, ü^, U^, U^ sein mögen. Dann 
bestehen nach (9) auf S. 235 die drei Gleichungen 

und da U[ nach der Voraussetzung gleich Null ist, so ergibt sich 
(10) ViUi^TJifp^-U^fpiy m = (.-«.8.4). 

Multipliziert man also die für die Koordinaten von ^' bestehende Relation 

mit ^l und ersetzt die GhH>fsen g>iUl, ^lU^, (PiUi, 9>iUl durch ihre 
in (10) gefundenen Werte, so ergibt sich 

(10 a) (p\ =^ {Uitpi— üi (pi) (,ükg>i— Ui g>k) cos {q>i, y*). 

Wendet man diese Gleichung speziell an auf die erste Tetraederebene, 
für welche ^^^^^^ U,^U,= U,^0 

sind, so erhalt man die IdentiiSt 

9>i =» 9>' + 29298 cos (y,, Vi) + Vl+ 2^294 cos (9>j, yj 
+ 298^4 cos (98, 94) + 9j, 

und sie gibt den Inhalt einer Tetraederflache 9^, dargestellt durch die 
drei anderen und deren Neigungswinkel gegeneinander. 

Vermittelst der hier gefundenen identischen Relation zwischen den 
Koordinaten ({7^, U2, U^, ZJJ kann nunmehr, wie leicht ersichtlich, 
die Gleichung einer Flache in Ebenenkoordinaten 

homogen gemacht werden. Wir wollen als Beispiel die Gleichung 
einer Kugelflache angeben, deren Mittelpunkt die Koordinaten (ti^, ti|, u^ uj 
hat, und deren Radius gleich JR ist. Dann ist nach (3) auf S. 235 die 
Gleichung aller Tangentialebenen der Kugel, d. h. die Gleichung jener 
Kugel selbst die folgende 

denn ihr genügen alle und nur die Ebenen, deren senkrechte Ent- 
fernung von dem Punkte (t<i, t^^ ti,, uj gleich R ist. Um sie homogen 
zu machen, erheben wir sie ins Quadrat und ersetzen ihre rechte Seite 
mit Benützung von (9) durch den mit ihr übereinstimmenden Ausdruck 
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JB«{lü;Dico8(9>,,9>»)) 
und hierdurch erhalten wir die Gleichung der Kugel in der homo- 

Z{h{hkUiUk - 2?* cos (jpi, g>jt)) Ut Uk = 0. 



genen Form 



§3. 

um das Volumen eines Tetraeders durch die homogenen Koordinaten 
seiner Eckpunkte auszudrQcken, schicken wir die folgenden ein£aclien 
Bemerkungen voraus. Es seien 

6, 6, 7, 8 und V, VI, VE, Vm 

vier beliebige Punkte und vier beliebige Ebenen; dann soll der Kfirze 
wegen die aus den 16 Abstanden der vier Punkte 5, 6; 7, 8 von den 

' ' ' bezeichnet 



Tier Ebenen gebildete Determinante mit 
werden, so da(s also 

V,6, 

V, VI, vn, vm 

5, 6, 7, 8 



6, 6, 7, 8 



(1) 



V, 6, V, 7, V, 8 
VI, 5, VI, 6, VI, 7, VI, 8 

vn,6, vn,6, vn,7, vn,8 
vm, 5, vm, 6, vm, 7, vm, 8 



ist. Sind dann zunachBt jene vier Punkte die Ecken des ans den Tier 
Ebenen gebildeten Tetraeders, so reduziert sidi die Determinante auf 
das Produkt ihrer Diagonalglieder, und man erhält in diesem Falle 



(la) 



V, VI, vn, vm 

5, 6, 7, 8 



.(V,5)(VI,6)(Vn,7)(Vm,8). 



Es seien nun wie Torher 1, 2, 3, 4 die Ecken und I, 11, m, IV die 
gegenüberliegenden Seiten des Fondamentaltetraeders, so ist nach (la) 

I, n, m, IV 



(Ib) 



1, 2, 3, 4 



= (i,i)(n,2)(m,3)(iv,4). 



Femer seien 5, 6, 7, 8 vier beliebige Ponkte und 

«*i> «s, «», »4 
»[> »i> K> «I 



<, <, <, < 

<, <, <', «r 



ihre homogenen Koordinaten; wir bilden nun die Determinante 



l«««««;^,««l 



(<-a.i,2,s) 



Kroneoker, DetormiiiAnien. 
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ihrer Koordinaten, wobei der Gleichmaürigkeit wegen durch den oberen 

Index f»0 die Koordinaten des ersten Punktes bezeichnet werden; 

ersetzen wir dann die Koordinaten durch ihre Ausdrücke in (3) auf 

S. 232 und setzen die gemeinsamen Nenner der Kolonnen in den 

Nenner, so ergibt sich 

I, n, m, IV 



|ui^u«u?>,u«| 



6, 6, 7, 8 

a,i)(n,2)(m,8)(iv,4)' 



oder mit Benützung Ton (Ib) 



(2) 



I, n, m, IV 

6, 6, 7, 8 




I, n, in, IV 

1, 8, 8, 4 





«1, 



♦»I 






»*8* 



U. 



< K 



w 



M fl fl " fl " 



Bedeuten femer Y, VI, YII, VIII vier beliebige Ebenen im Banme^ 
deren homogene Koordinaten beziehlich 

TJu U,, Di, ü, 

K ui, ui u; 

TTtf Tjn TTif TJtr 
TJtt Tjnt TJW TJtfl 

sind, so ergibt sich unter Benutzung von (7) auf S. 234 genau ebenso 
die Gleichung 



(2a) 



1 V, VI, VII, vm 

; 1, 2, 8, 4 



I, n, in, IV 

1, 2, 8, 4 



U^, U„ 17„ D, 

Ul, Ui, Ui, Ui 

u;', u;; o,", üi' 

UI", Ui", üi'\ ül" 



Bildet man nun nach dem Multiplikationssatze das Produkt der beiden 
Determinanten 



V, 1, V,2, V,3, V,4 
VI, 1, VI, 2, VI, 3, VI, 4 

vn, 1, vn, 2, vn, 3, vn, 4 
vin, 1, vm, 2, vm, 3, vm, 4 



«1, «;, <, u[" 

«»» «i> <, <' 



II 



,111 



«8, ««, «S> «i 



*«l 



u' u" u'" 



so wird dasselbe bei Beachtung Ton (3 a) auf S. 236 gleich 
also ergibt sich zunächst die GleichuI^; 

V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



v,vi,vn,vm 

5, 6, 7, 8 



(3) 



I«UMS, «8, «4! = 



V, VI, vn, vm 

1, S, 8, 4 
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wenn man jetzt die links stehende Determinante durch ihren Wert aus (2) 
ersetzt, so kann diese Gleichung folgendermalsen geschrieben werden 



(3») 



i,n,m,iv 

6,6, 7, 8 



ll, 2, 3, 4 



i,n,in,iv 

1,2, 3, 4 



V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



oder frie man auch schreiben kann 



(3b) 



I, 


n, 


m, 


IV 


6, 


«, 


7, 


8 


I, 


n. 


m. 


IV 


1, 


2, 


«, 


4 



V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



1^1, tl,, fl8, U^l 



V, VI, vn, vm 

1, 2, 3, 4 

Nimmt man in (3a) wiederum 5, 6, 7, 8 als die Durchschnittspunkte 
der Ebenen Y, VI, Yü, YIII an, und beachtet, da(s die analoge Vor- 
aussetzung fflr die Punkte 1, 2, 3, 4 und die Ebenen I, ü, III, lY gilt^ 
so erhalt man den speziellen Satz: 

Sind 1, 2, 3, 4 bezw. 6, 6, 7, 8 die Ecken und 1, 11, III, IV 
bezw. Y, YI, Yn, YTD die Seitenflächen zweier beliebigen 
Tetraeder im Baume, so besteht die Gleichung 



(3c) 



V, VI, vn, vm 

1. 2, 3, 4 



I, n, m, IV 

5, 6, 7, 8 

l-(I,l)(II,2)(m,3)(IV,4)(V,5)(VI,6)(VII,7)(VIII,8). 

Es seien nun Y, YI, YII speziell drei beliebige aufeinander senk- 
recht stehende Ebenen, welche wir ab Koordinatenebenen eines recht- 
winkligen Systemes auffassen wollen. Sind dann 

Qhf Vu ^i)f (^2> Vif ^i)f '"{^f y%7 ^%) 
die Koordinaten der Punkte 1, 2, ... 8 in Bezug auf dieses System, so 
sind dieselben einfach den entsprechenden senkrechten Abstanden der 
betre£Fenden Punkte von jenen drei Ebenen gleich. LäGst man femer 
die Ebene VILL ins Unendliche rücken, und beachtet, dals ftlailaTiTi f&r 
zwei beliebige im Endlichen liegende Punkte, das Yerhaltnis ihrer Ab- 
stände von jener Ebene sich der GrSIse 1 nähert, so erkennt man, da(s 
der Quotient auf der rechten Seite von (3) den Wert erhält 



|«j,y,,fj,l| (1,2,3,4)' 
und aus (3) ergibt sich somit die merkwürdige Gleichung 



(4) 



l««l. Wl.W«;«*4l' 



(6» 6, 7, 8) 



(1,2,3,4)' 

d. h. die aus den 16 homogenen Koordinaten von vier beliebigen 
Punkten gebildete Determinante vierter Ordnung stellt das Yerhaltnis 
der Tnhaltitzahl des durch jene Punkte bestimmten Tetraeders zu der 
des Fundamentaltetraeders dar. 

16» 
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Ersetzt man die Determmante {u^y u^, ti^y u^\ durch den ersten 
von den Determinantenquotienten in (3 b) und schreibt dann die 61ei- 
chnng (4) in der Form 



1 1, n, m, IV 

16, 6, 7, 8 



I, n, m, IV 

1, 2, 8, 4 



(**) (6,6,7,8) (1, 2,8,4) 

SO ist ihre rechte Seite Ton den Punkten 5^ 6^ 1, 8 ganz unabhängig. 
Schreibt man also dieselbe Relation fflr vier neue Punkte 5', 6'^ T, B', 
so ergibt sich unmittelbar die Gleichung 



I, n, m, IV 
6, 6, 7, 8 



I, n, m, ivi 

6\ 6^ 7^ 8' I 



oder auch 



(4b) 



(6, 6, 7, 8) 

I, n, m, IV 

6, 6, 7, 8 



I, n, m.iv 

6', 6', 7', 8' 



(6', 6', 7', 8') 



(6. g. 1, 8) 
•(6',6',7',8')" 



Die rechte Seite dieser Gleichung ist Ton der Wahl der Ebenen 
I, n, in, lY völlig anabhlngig. Schreibt man also dieselbe Gleichung 
fSr Tier andere Ebenen Y, Yl, YU, \ül, so ei^bt sich die merk- 
wflrdige Relation 



(4c) 

oder auch 
(4d) 



I. 


n, 


in. 


IV 


6, 


«. 


7, 


8 


I, 


n, 


m, 


IV 


6', 


«', 


r, 


8' 



V, VI, vn, vm 

5, 6, 7, 8 



I, n, m, IVI 

6, 6, 7, 8 I 



V, Vi, vu, vm 

6', 6', 7', 8' 



I, n, m, IV 

6', 6', 7', 8' 



V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



V, VI, vn, vm 

6', 6', 7', 8' 



Diese Gleichungen (4c) und (4d) beweisen die folgenden sich 
dual entsprechenden Satze: 

L Das Verhältnis der Abstandsdeterminanten aus vier beliebigen 
Ebenen (I, II, III, IV) von den Ecken zweier Tetraeder (6, 6, 7, 8) 
und (5', 6', Ty 8^ besitzt einen von der Lage jener vier Ebenen 
unabhängigen konstanten Wert 
IL Das Verhältnis der Abstandsdeterminanten aus vier beliebigen 
Punkten (5, 6, 7, 8) von den acht flächen zweier Tetraeder 
(I, n, m, IV) und (V, VI, vn, vm) besifet einen Ton der 
Lage der vier Punkte unabhängigen konstanten Wert. 

Dies sind die allgemeinsten derartigen Sätze über Tetraeder, und 
zugleich das erste Beispiel Ton wirklichen Inyarianten im Baume. 
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GeTade in der analytischen Oeometrie kann man wohl mit Recht 
sagen, da(s das An£Qnden Ton Invarianten der Weg zur wahren Er- 
kenntnis ist. 

Wie in der Formel (4a) die Inhaltsdeterminante (5, 6, 7, 8) eines 
Tetraeders durch die Abstände seiner vier Eckpunkte von vier festen 
Ebenen 1, 11, m, IV dargestellt erscheint, so läfst sich dieselbe auch 
durch die Abstände seiner vier Seitenflächen von vier festen Punkten, 
d. k also auch durch deren Ebenenkoordinaten einfach ausdrQcken. 

Sind nämlich u^, ti^, ti,, u^ die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes 5, so kann die zweite Relation (3a) auf S. 236 unter Be- 
nützung der zwischen den Koordinaten des Punktes 6 bestehenden 
identischen Relation (5) auf S. 237 folgenderma&en geschrieben werden 

«,(V,l-V,5)+M,(V,2-V,5) + «,(V,3-V,5) + «,(V,4-V,6)-0. 

Fügt man zu dieser Gleichung die entsprechenden f&r drei andere 
Ebenen VI, YII, VIII hinzu, so erhalt man ein System von vier 
homogenen linearen Gleichungen für die Koordinaten u^, u^f t^> U4 des 
Punktes 5, deren Determinante notwendig verschwinden muis, da die Ui 
nicht zugleich den Wert Null haben können; man erhalt abo die 
Gleichung 

V,l- V,5, V,2- V,5, V,3- V,5, V,4- V, 5 
VI,1- VI, 5, VI, 2- VI, 5, VI, 3- VI, 5, VI, 4- VI, 6 

vn,i-vn,5, vn,2-vn,6, vn,3-vn,5, vn,4-vn,5 
vm, 1 «vm, 5, vm, 2 -vm, 5, vm, 3 -vm, 5, vm, 4 -vm, 5 

Es seien nun speziell V, VI, VH, VHI die Seitenflachen und 5, 6, 7, 8 
beziehlich die gegenüberliegenden Ecken des zu untersuchenden Te- 
traeders. Dann fallen in jener Determioante die Subtrahenden der 
zweiten, dritten und vierten Zeile fort, weil sich der Punkt 5 auf den 
Ebenen VI, VQ, VHI beflndet. Entwickelt man abo jene Determinante 
jetzt nach ihrer ersten Zeile, so geht die Gleichung über in die folgende 

in welcher D die Determinante 

V, VI, vn, vm 

1, 2, 3, 4 

und Dj diejenige Determinante bezeichnet, welche aus D entsteht^ 
wenn man in ihr die erste Horizontalreihe 

V,l, V,2, V,3, V,4 
durch die Reihe 

1, 1, 1, 1 



= 0. 
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ersetzt. Wenn nun D^; B^y B^ analog definiert nnd die drei übrigen 
Eckpunkte des ans den Ebenen Y, VI, YII, YIII gebildeten Tetraeders 
durch die Ziffern 6, 7^ 8 bezeichnet werden, so gelten also die vier 
Relationen 

(6) D-(v,5)-A-(vi,6).A-(vn,7).A-(vin,8).A. 

Vertauscht man nun in (4a) die Punkte 1, 2, 3, 4 und 6, 6, 7, 8 und 
zugleich die Ebenen I, U, UI, IV und V, VI, VII, Vm, und ersetzt 



dann die Determinante 



durch D, so geht sie bei Be- 



V, VI, vn, vm 

1, 2, 3, 4 
achtung der Gleichung (la) auf S. 241 über in 

D(5, 6, 7, 8)=.(1, 2, 3, 4).(V, 5).(VI, 6).(7n, 7).(Vm, 8), 

und aus (5) ergibt sich die gesuchte Gleichung 



(6) 



D» 



(5, 6, 7, 8) -(1,2, 3, 4) ^^^-^^^ . 



in welcher die Determinanten D, B^j B^^ B^^ B^ nur die 16 Abstände 
der Ebenen V, VI, VII, VIII Ton den Punkten 1, 2, 3, 4 enthalten. 

Die fünf Determinanten D, D^, D,, D^, B^ lassen sich auf eine 
übersichtlichere Form bringen, wenn man von einer Ecke des Fun- 
damentaltetraeders z. B. vom Punkte 4 ausgehend, die drei anliegenden 
ICanten desselben 

(14)-a:, (24)-y, (34)-0 

und die Abstände derselben Ecke von den Ebenen V, VI, VQ, Vlll 

V,4=i>„ VI,4-A, Vn,4=i)3, Vin,4-i), 

setzt. Nach S. 238 gelten nämlich alsdann die Gleichungen 

f V, 1— V, 4 = a:cos(jpi,a?), V, 2 — V,4 = ycos(|)i, y), 
1 V,3-V,4 = £rcos(pi,£r), 

sowie die analogen Gleichungen f&r die Ebenen VI, VII, VlIL Sub- 
trahiert man also in den fünf Determinanten B, B^, . ..B^ jedesmal 
die letzte Kolonne von den drei ersten und ersetzt die dann sich er- 
gebenden Abstandsdifferenzen durch ihre Ausdrücke in (7), so ergibt sich 



(7) 



(8) 

und 
(8a) 



■D 

xyz' 



cos(Pi,x), cosCPi,^), cos(Pi,«), jpi 

co8(A>a;)> co8Cp„y), coB{p„e), p, 

C08(j»„a;), co8(p„y), C08(pg,«r), j»j 

008(^4,«), eoa (p^,y), co8(p4,«), p« 



^B 



xyz 



dB 



Rk 



(*-l,t,»,4). 



§ 3. Das Tetraedervolamen in homogenen Ebenenkoordinaten. 247 

Hiernach nimmt nnsere Gleichnng (6) die Form an 

(^) (^' ^' '^' ^) '^ (U)(24)(84) 'E,B,B,B,' 

Hierbei ist zu bemerken, dab die DeterminantenansdrQcke Rt eine 
einfache geometrische Bedeutung haben. Nach S. 225 ist z. B. 



R,- 



C08(ft,a:), cos(pi,y), cos(Pi,jef) 

<^8(P«;^)> <^8(P8>y); C08(p3,£r) 

cos{p^,x), co8(p4,y), cos (1)4,0) 



= sin(a;, y, £r) . sin (p^, A, 1>4)^ 



wo (r&y y, 0) die Ecke 4 ist und (p^, p^, |)J die durch die Lote 
(PifP^yPi) gebildete Ecke bedeutet Da die drei letzten Linien aber 
auf den Flachen VI, YH, VJLll der Ecke 5 senkrecht stehen, so ist 

sin(ft,|)j,pj = sin5', 

wo 5' die zu 5 polare Ecke bedeutet. Da nun analoge AusdrQcke fOr 
die übrigen drei Determinanten bestehen, so ergibt sich 

jBja=8in(a:,y,£r)sin(5'), 1J|« sin (a;,y,£r)sin(6 '),... 2J4«sin(a:,y,jBr)8in(8'), 

und durch die Entwickelung von R nach der letzten Yertikabreihe er- 
halt man 

JB =« sin (x, y , jer) (pi sin 5 ' + jp, sin 6 ' + p, sin 7 ' + 1)4 sin 8 '). 

Beachtet man femer, dals nach (3a) auf S. 223 

(1, 2, 3, 4) . . X 

ist, so geht die gefundene Gleichung (9) über in 

[ (5, 6, 7, 8) sin (5^ sin (6') sin (7') sin (8') 
(^^) j « (p, sin (5') + A sin (6') + A sin (7') + 1), sin (8'))» 

In dieser Oestalt kann jene Gleichung unmittelbar verifiziert werden, 

wenn man beachtet, dafs infolge der Gleichung 6 F» (6, 6, 7, 8) und 

nach S. 227 (9) . ^ (6,6,7,8)« 

sm 6' « S8 ' 

2' 9e 97 98 

ist, wenn mit 9)5, q>^, 97, ^g wieder die Seitenflachen das Tetraeders 
5, 6, 7, 8 bezeichnet werden, und dals analoge Gleichungen f&r die 
anderen Eckensinus bestehen. Führt man diese Ausdrücke ein und be- 
achtet, dals infolge der Gleichung Ui + u^ + u^+ u^'^ 1 

ist, so geht (10) in eine reine Identität über. 
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Die Zerlegung der ganzen Ghröjjsen eines natürlichen Bationalitfttsbereiclies in ihre 
irredüktiblen Faktoren. — Die natürlichen Bationalit&tsbereiche (91, 91', ... 91^"^. — 
Die ganzen rationalen Funktionen. — An&xichxing aller Teiler einer ganzen GrOdie 
des Bereiches (91, 91', ...91^"^. — Die Primteiler des Bereiches (91,91',...). — 
Jede ganze GhrOfse des Bereiches (91, 91', ...) kann auf eine einzige Weise in Prim- 
faktoren zerlegt werden. — TeUer&emde Funktionen des Bereiches (91, 91',...). 

§1. 

Bei der speziellen Betrachtung Ton drei linearen Gleichungen 

mit nnbestimmten Koeffizienten (o^^ &<, c^ d^ in der achten Yorleenng 
hatten wir die Yoraussetznng zn Ghronde gelegt, dab ihre Losungen 
rationale ganzzahlige Funktionen der zwölf Gleidiungskoeffizienten sind, 
dafs also jede der drei unbekannten ein Bruch Ton der Form 

^ ^ ^(flp ^p c^t »i) 

sei, dessen Zahler und Nenner ganze Funktionen der zwölf Ghröfsen 
{at, bi, Ciy d^ mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Wir hatten dann 
aber diese Brüche in ihrer reduzierten Form angenommen, d.lL Tor- 
ausgesetzt, dab etwa auftretende gemeinsame Faktoren ihrer Zahler 
und Nenner durch einfaches Heben bereits beseitigt sind, dab also die 
beiden Funktionen 9 und S in (1) weder Zahlen noch auch ganze 
Funktionen von (a^, &<, c^ di) als gemeinsame Teiler enthalten. Dieser 
Voraussetzung liegt die bis jetzt noch unbewiesene Annahme zu Grunde, 
dals es möglich ist, den grölsten gemeinsamen Teiler jenes Zahlers 
und Nenners aufssufinden, um ihn dann ebenso wie bei Zahlenbrüchen 
durch Heben zu beseitigen. 

Da nun auch die allgemeine Theorie der linearen Gleichungen 
und der Determinanten n^ Ordnung, zu der wir jetzt übergehen, im 
wesentlichen auf der arithmetischen Behandlung ganzer ganzzahliger 
Funktionen von beliebig vielen unbestimmten beruht, so will ich 
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diesem Hauptteile eine kurze Untersuchung jener Funktionen Toraus- 
schicken, obwohl sie eigentlich schon in der allgemeinen Arithmetik 
durchgef&hrt werden sollte. Ich werde nur zeigen, dafs man die 
ganzen ganzzahligen Funktionen beliebig vieler Unbestimmten genau 
ebenso behandeln kann, wie die ganzen Zahlen in der elementaren 
Ziahlentheorie, dais insbesondere jede solche Funktion auf eine und 
auch nur auf eine Weise in ein Produkt von Primfnnktionen zerlegt 
werden kann, welche ihrerseits aufser der Einheit gar keinen Teiler 
mehr enthalten. 

Diese Eigenschaft ist in dem einfachsten Falle der ganzen Zahlen 
aus dem Ghrunde leicht zu beweisen, weil man alle Divisoren einer 
vorgelegten Zahl n durch eine endliche Anzahl von Versuchen stets 
bestimmen kann. Da nämlich jeder Teiler d von n kleiner als die 
Zahl n sein muis, so braucht man nur je zwei unterhalb n liegende 
Zahlen miteinander zu multiplizieren und diejenigen unter diesen Pro- 
dukten aufzusuchen, welche gleich n sind. Ist keines dieser Produkte 
^eich n, so ist n unzerlegbar oder eine Primzahl, und hieraus ergibt 
sich leicht der Fundamentalsatz, dais jede Zahl auf eine einzige Weise 
in das Produkt von Primzahlen zerlegt werden kann*). 

Dieses YerfEihren läfst sich aber schon auf die ganzen ganzzahligen 
rationalen Funktionen 

(2) F(9i) « ao+ OiSl + a,8l« + .-.+ a«8l* 

von nur einer Yariablen 91 nicht ohne weiteres übertragen, weil in 
diesem Gebiete der Begriff des Oro&erseins verloren geht; das einzige, 
was wir von vornherein wissen, ist, dais der Grad eines Teilers D(9l) 
von F(yt) niedriger sein muis, als der Ghrad jener ganzen Funktion 
selbst. Da aber die Koeffizienten jener Teiler nur ganze Zahlen zu 
sein brauchen, sonst aber a priori beliebig grols sein können, so 
erscheint die Anzahl derjenigen ganzen Funktionen D(9l), welche ab 
Teiler von F{^) in Betracht kommen können, zunächst unendlich 
grols. Allerdings müssen auch die Eoefüzienten der Teiler bestimmten 
Bedingungen genügen; soll immlich F{9i) das Produkt zweier ganzen 
ganzzahligen Funktionen niederen Grades von 91 sein, so setzen wir 
diese zunächst mit unbestimmten Koeffizienten an, und erhalten so 
eine Anzahl von ganzzahligen Gleichungen zur Bestimmung derselben, 
deren ganzzahlige Lösungen eben die gesuchten Teiler liefern. Um 
aber diese Methode auch in dem Falle mehrerer Variablen durch- 
zufahren, bedarf man der Eliminationstheorie und der Theorie der 

*) Vergl. L, Kronecker y Vorlesungen über Zahlentheorie, Band I, fOnfte Vor- 
lesung. 
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algebraiBchen Gleicbimgen, da es schlielslich immer darauf ankommt, 
zu entscheiden, ob gewisse Gleichungen mit mehreren unbekannten in 
ganzen Zahlen losbar sind, oder nicht. 

Der Grund davon, dab das soeben angegebene Verfahren äufiierst 
schwierig und umständlich ist, liegt ein£EU^ darin, dals die in (2) zu 
Grunde gelegte Entwickelung der Funktion JP(9l) nach den Potenzen 
1, 91, yt\...yt^ fQr unseren Zweck wenig geeignet ist; dagegen wird 
die Bestimmung der Primteiler der ganzen ganzzahligen Funktionen, 
wie gleich gezeigt werden soll, aufserordentlich einfach, wenn wir jene 
Funktionen in einer anderen geeignet gewählten Weise darstellen. 

Wir wollen diese Untersuchung gleich allgemein fQr ganze ganz- 
zahlige Funktionen beliebig vieler Unbestimmten (91, 91', . . . 91^*^^) führen 
und schicken zu diesem Zwecke einige Definitionen voraus, welche 
ftlr das Folgende von Wichtigkeit sind. 

§2. 

Es seien 91, 91', . . . 91^"^ (n + 1) unbestimmte verimderliche GhrSIsen; 
betrachten wir dann alle diejenigen Funktionen, welche aus ihnen 
durch Zusammensetzung vermittelst der elementaren Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division entstehen, so er- 
halten wir einen in sich abgeschlossenen Bereich, welcher alle ratio- 
nalen Funktionen dieser Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten um- 
falst, und dessen Elemente sich durch die elementaren Bechnungs- 
operationen wieder erzeugen; es soll dieser ab der durch die GrSfsen 
(91, 91', ... 91^"^) konstituierte Rationalitätsbereich, oder kürzer 
ab der Rationalitätsbereich (91, 91', . . . 91^*^^ bezeichnet werden. 
Hierin bt auch der Fall mit inbegriffen, wo die Variablen 91 überhaupt 
fehlen, d. h. der Fall, in welchem der RationaliiStsbereich derjenige 
der rationalen Zahlen bt; dieser soll der „absolute'^ Rationalitäts- 
bereich genannt und durch (1) bezeichnet werden. 

Betrachten wir spezieller diejenigen Elemente des Bationalitäts- 
bereiches (91, 91', . . . 91^"^), welche aus diesen Groben nur durch die 
drei elementaren Rechenoperationen der Addition, der Subtraktion und 
der Multiplikation hervorgehen, so erhalten wir einen Teilbereich dieses 
Rationaliiatsbereiches, welcher aus allen und nur den ganzen ganz- 
zahligen Funktionen jener Groben besteht. Er soll der durch 
(91, 91', ... 91^"^ konstituierte Integritätsbereich genannt, und durch 
[91, 91', . . . 91^"^ bezeichnet werden. In dem einfstchsten Falle, wo die 
Variablen 91 fehlen, umfabt der zugehörige Integritätsbereich [1] offen- 
bar alle und nur die positiven und negativen ganzen Zahlen und die Null. 
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Ebenso nun wie in diesem einfEichsten Falle alle rationalen Zahlen 
als Quotienten ganzer Zahlen dargestellt werden können, erhalt man 
fflr jede Grolse des Bationalitatsbereiches (9i, W,... ^^^^) die folgende 
Darsteüung ^ffl, lR^...at('')) 

wo Zähler und Nenner ganze ganzzahlige Funktionen Yon (91, 9t', . . . 9t ^"^, 
d. h. ganze Grolsen des Rationalitatsbereiches sind. Man braucht daher 
nur die ganzen Grolsen dieses Bationalitatsbereiches weiter zu unter- 
suchen. 

Mit der Fixierung des RationaliiStsbereiches wird die Frage nach 
der Zerlegbarkeit der ganzen Funktionen 0(9i, 9t', . . . 91^**^ desselben 
zu einer YöUig bestimmten, insofern dabei verlangt wird, dals auch 
die Faktoren Yon 9 ebendemselben Bereiche angehören sollen. In 
diesem Sinne soll nun stets eine ganze Grolse unseres Bereiches 
schlechihin als irreduktibel, unzerlegbar oder als Primfunktion 
bezeichnet werden, wenn sie keine ebensolche ganze Funktion desselben 
Bereiches, d. h. weder eine ganze Zahl, noch eine ganze ganzzahlige 
Funktion unseres Bereiches als Faktor enthalt 

In dem einfEichsten Bereiche [1] der gewohnlichen ganzen Zahlen 
besteht nun der Fundamentalsatz, dab jede ganze Zahl m auf eine 
einzige Weise als ein Produkt von gleichen oder yerschiedenen Prim- 
&ktoren dargestellt werden kann, d. h. dab stets eine Gleichung 

besteht, wo Ä, A, ...JP;^ nicht weiter zerlegbare oder Primzahlen be- 
deuten, welche man, wie bereits erwähnt, durch eine endliche Anzahl 
Ton Versuchen bestimmen kann. 

Wörtlich derselbe Satz besteht nun auch fElr die ganzen rationalen 
Funktionen Ton beliebig vielen Variablen. Wir wollen den Beweis fElr 
diese wichtige Tatsache, welche die Ghrundlage ftir die ganze Theorie 
der rationalen Funktionen mehrerer Variablen und speziell fflr die 
Determinantentheorie bildet, induktiv in der Weise führen, dals sie als 
wahr und bekannt fflr alle ganzen ganzzahligen Funktionen eines Be- 
reiches [91', 91", ... 9t ^"^ von nur ti Variablen angenommen wird; und 
wir wollen dann beweisen, dals dasselbe fflr den Bereich [9t; 9t', 9t",. ..9t^''^] 
gilt, welches noch eine Variable 9t mehr enthält Da unser Satz 
nämlich ftir den Bereich [1] der ganzen rationalen Zahlen gilt, so 
folgt hiemach seine Richtigkeit auch ftir Funktionen von einer, 
zwei, . . . Veränderlichen, d. h. er ist auch in dem allgemeinsten 
Falle bewiesen. 
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§3. 

Es seien also «', 81^ ... «^"^ tt Variable und [«',81",...«^"^ 
oder kürzer geschrieben [91^^ der durch sie konstituierte Integritats- 
bereich. Es sei dann M irgend eine Ghrolse desselben^ d. h. eine be- 
liebige ganze ganzzahlige Funktion dieser n Variablen, so wollen wir 
annehmen, dafs wir bereits den folgenden Satz bewiesen haben: 

Jede Grolse M des Integritatsbereiches [91 ^'^J kann auf 
eine und nur auf eine Weise in der Form 

dargestellt werden, wo Pj, P^f..,Pj^ voneinander yerschiedene 
unzerlegbare oder Primfunktionen desselben Bereiches bedeuten; 
und zwar gibt es ein endliches Verfahren, um die Primfaktoren 
einer beliebigen Funktion M zu bestimmen. 

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich aus diesem Satze: 

Jede Gh'ölse M des Bereiches [91^^ besitzt nur eine end- 
liche Anzahl yon Divisoren 

sie werden aus der obigen Dekomposition von M in Frim- 
faktoren unmittelbar durch alle möglichen Zusammenfassungen 
der Prim&ktoren von M erhalten. 

Wir betrachten jetzt die ganzen Orolsen des grofseren Bereiches 

[91; 91', 91",... 91^"^] 

oder kürzer geschrieben, des Bereiches [91; 91^^ und denken sie uns 
stets in der Form geschrieben 

P(9l) = A»l"+^»l""' + -- + ^n, 

WO die Koeffizienten Ä^^ Ä^, ...Am ganze Gh'ölsen des Bereiches [K^^] 
bedeuten. Die Zahl m, der Grad von P(9l) in Bezug auf 91 soll kurz 
als der Grad von F{9t) bezeichnet werden. 

Wir können und wollen zunächst voraussetzen, dals die Koeffizienten 
^, Äi,...Afi^ keinen allen gemeinsamen Primteiler P des Bereiches 
[91^^ besitzen; denn hatten sie einen solchen, so könnten wir ihn 
nach der oben gemachten Voraussetzung bestimmen und ihn dann 
durch einfache Division entfernen. 

Angenommen nun, es sei ^"(91) das Produkt zweier ganzen ganz- 
zahligen Funktionen 
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(1) 1^(81) = «(91) y(»l) 

und diese seien von den Graden ii und Vy so müssen die letzteren 
Zahlen sicher beide Ton Null yerschieden sein, weil F(9t) nach der Yor- 
aussetznng keinen Primteiler des Bereiches [91^'^ besitzt, der ja dann 
in allen Koeffizienten A^, Ä^y...An enthalten sein müiste. Da aber 
femer die Summe ft + v=^ 9^ ist, so muls eine dieser beiden Ghrad- 

zahlen, etwa /t, notwendig kleiner oder gleich y sein. Ist also die 

Funktion 1^(91) überhaupt zerlegbar, so hat sie unbedingt einen Teiler 

0(9i), dessen Ghtui höchstens gleich -^ oder 7" ist, je nachdem m 

gerade oder ungerade ist. Den Eomplementarteiler 7(91) Yon 0(9l) 
findet man weiter durch einfache Division von ^^(91) durch *(9i); 
die Untersuchung braucht sich demnach nur auf alle diejenigen Fak- 
toren 0(9l) von jP(9t) zu erstrecken, deren Grad die oben genannte 
Grenze nicht übersteigt 

Wir haben so nachgewiesen, dafs der Grad der unbekannten 
Teiler 0(9t) nur eine endliche Reihe von Werten durchlaufen kann; 
von den Koeffizienten jener Funktionen wissen wir nur, dals sie 
irgendwelche Grolsen des Bereiches [9t ^^ sind; die Losung unseres 
Problemes ist somit noch keineswegs auf eine begrenzte Anzahl von 
Versuchen zurückgeführt 

Hierzu gelangen wir erst durch die folgende naheliegende Über- 
legung. Ersetzt man in (1) die Variable 9i durch eine beliebige ganze 
Zahl r, so bt wegen der Gleichung 

F(r) = «(r) y(r) 

0(r) eine ganze Grolse des Bereiches [9t^^], welche einer der Teiler 
der Grolse F{t) desselben Bereiches ist. Da aber F(r) nach dem oben 
angegebenen KoroUare nur eine endliche Anzahl von Divisoren besitzt, 
so ist <t(r) auf eine bestimmte endliche Anzahl von Werten beschrankt. 
Hierauf beruht nun ein theoretisch sehr einÜEudies Verfahren, um zu 
entscheiden, ob eine Funktion ^^(91) einen Teiler von gegebenem 
Grade /t enthalt, und um diese Divisoren, falls sie existieren, samtlich 
anzugeben. 

Es seien nämlich 

irgend welche ft + 1 voneinander verschiedene ganze 2iahlen und 

die Werte, welche ^^(91) fElr jene (ft + 1) Werte von 91 annimmt 
Dieselben sind sämtlich ganze Groften des Bereiches [91^^^, können 
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also nach der Voraussetzung in ihre Prim£Eiktoren zerlegt werden^ und 
man kann daher auch für jede dieser Gröüsen F{rj^) alle ihre von- 
einander yerschiedenen Teiler yoUstandig hinschreiben. Es seien nun 

7,(1) TjW j)M 

■*'l > ■*'l > • • • -^1 



die einzelnen Divisoren bezw. von F^r^), J'(ri), ... jF(r^), so muls, 
soll tf (9t) ein Teiler von F(yi) sein, ^(O S^^^^^ ®^®^ ^^^ ganzen 
Grolsen Di^\ ... Di^^ sein; ^(rj kann also überhaupt nur einen unter 
diesen A^ völlig bestimmten Werten haben. Kennt man nun die 
Werte 9{Tj), die eine ganze Funktion ^i^^ Grades 0(9l) für irgend 
welche ii+ 1 Werte ihres Argumentes annimmt, so kann man aus 
ihnen bekanntlich 0(9l) selbst berechnen; jene Funktion ist nämlich 
nach der ixi^mfi^eschen Interpolationsformel unmittelbar durch die 
Gleichung gegeben 

W^m) ^J^r^) (r,-ro)...(r,-r,_,)(r,-r,^.,)...(r,-r^ 

Man bekommt also den Komplex aller Funktionen tf(9l), welche 
möglicherweise in F(ß) enthalten sein können, dadurch, dals man in 
der obigen Darstellung jede der Grolsen ^(rj unabhängig von den 
anderen die Reihe Dk\ , . . 2)i^*^ durchlaufen lalst und zugleich den 

Grad ft gleich y bezw. 7" annimmt. 

unter diesen Xo>li...il^ Funktionen sind zunächst alle diejenigen 
einfach fortzulassen, deren Koeffizienten nicht samtlich ganze Zahlen 
sind, da ja alle Teiler von 1^(91) ganze ganzzahlige Funktionen der 
tt + 1 Variablen (9i, fR', ... 81^"^ sein sollen. Von den dann noch 
übrigen Funktionen 9(91) überzeugt man sich dann durch wirkliche 
Ausführung der Division, welche unter ihnen die gesuchten Teiler 
von 1^(91) sind; und damit ist erwiesen, dals die Bestimmung aller 
Divisoren von jP(9t) in der Tat nur eine endliche Anzahl von Opera- 
tionen erfordert 

Es seien nun auf diesem Wege die samtlichen Teiler von F(ß) 
bestimmt, und es sei 2\(9t) derjenige Divisor, oder falls es mehrere 
geben sollte, einer von den Teilern, deren Grad in Bezug auf K mög- 
lichst klein ist Ist dann 

T,(«) - Co«" + (7,«"-' + . • • + C^, 
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80 ist jene Funktion T^{^) selbst eine unzerlegbare oder Prim- 
fnnktion des Bereiches [9t; 91^^] in dem Sinne, dais sie keine Yon 1 
oder Yon T^ (9t) yerschiedene ganze ganzzahlige Funktion von (91, 9t ', ... 9t ^^^) 
mehr enthalten kann; denn wäre das der Fall, so mülste ja dieser 
Teiler Ton niedrigerem Grade in 9t sein, und er wäre aulserdem 
offenbar auch in l^(9t) enthalten, was mit der soeben über I\(9t) ge- 
machten Voraussetzung im Widerspruche steht 
Ist nun I\(9t) eine solche Primfunktion und 

SO kann man nunmehr in derselben Weise einen Primteiler niedrigsten 
Grades r,(9t) von F^(fR) bestimmen, so dafe i^i(9t) =» r,(9t) J;(9l), 

"^^ 2^(9t) - r,(9t) r,(9t) j;(9t) 

isi Da somit ^2(91) auch ein Primteiler von F(9t) ist, so folgt zu- 
nächst, dals ^2(91) notwendig yon gleichem oder höherem Grade als 
I\(9t) ist Wir wenden nunmehr unsere Methode auf 1^2 (3t) an und 
setzen dieses Verfahren so weit fort, bis einmal die übrigbleibende 
Funktion 1^^(91) selbst unzerlegbar ist Dieser Fall muls ziQetzt ein- 
treten, weil der Grad der ganzen Funktionen jP(9t), l^i(9t), ... be- 
slSndig abnimmt und offenbar nicht kleiner werden kann, als der des 
ersten Faktors T^{9t). 

Faist man endlich noch die gleichen Elemente T(9t) zu Potenzen 
zusammen, so gelangt man auf diesem Wege zu einer Darstellung der 
ursprünglichen Funktion l^(9t) durch ein Produkt 

F(pt) - ri(9t)** r, (91)*» . . . r,(9t)*', 

womit die Zerlegbarkeit einer jeden Funktion l^(9t) in Primfaktoren 
bewiesen und zugleich ein endliches Verfahren zur Aufsuchung jener 
Faktoren gefunden ist 

Sollte die Funktion l^(9t) in (1) entgegen der oben gemachten 
Annahme noch einen Yon 9t unabhängigen Teiler M besitzen, der dann 
in allen Koeffizienten A^, ^9 • • • ^ &ls gemeinsamer Faktor enthalten 
wäre, so kann man diesen nach der Voraussetzung finden und ihn 
für sich in Primteiler zerlegen. Man erhalt so eine in jedem Falle 
gültige Zerlegung von l^(9t) in Primfaktoren 

F{m) = Pf' Pp... Pf* I\(9l)*' r2(9t)*' . . . T,(9t)*', 

in welcher Pj, P,, ... P^ Primteiler des Bereiches [9t^'^, 

i\(9i),j',(«),...r,(«) 

Primteiler des Bereiches [9t; 9t ^'^ bedeuten, welche auch die Variable 9t 
enthalten. 
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§4. 

Für die ganzen Grolsen eines beliebigen Bationalii&tsbereiches 
behalt nun anch der FondamentaLsatz Geltung, dab sie nur auf eine 
Weise in Pnmfnnktionen zerlegt werden können. Wie bei dem Be- 
reiche der ganzen Zahlen fliefst anch hier diese Eigenschaft aus dem 
gnmdlegenden Satze: 

Ist das Produkt zweier ganzen Grolsen 0(9t, 91', ...) und 
y (9i, 9t\ . . .) durch eine Primfunktion teilbar, so mub 
mindestens einer der beiden Faktoren dieselbe enthalten. 

Oder was dasselbe ist: 

Ist das Produkt O V durch einen Primfaktor teilbar, und • 
der Faktor O enthalt denselben nicht, so ist dieser Primfaktor 
notwendig in W enthalten. 

Auch hier nehmen wir an, dafs dieser Satz fflr den Bationalitats- 
bereich {W, 91", ... 91^"^) Yon nur n Variablen bewiesen sei, und dals 
der aus diesem Satze unmittelbar folgende Beweis f&r die Eindeutigkeit 
der Zerlegung aller Grolsen des Bereiches [91^^] in Primfaktoren eben- 
falls bereits erbracht sei. Dann zeigen wir jetzt, dais jener Satz auch 
für den gröberen Bereich (91; »',... 91^"^ gilt Dabei sondert sich 
dieser Beweis in zwei Teile, je nachdem der Primfeüdor dem Bereiche 
[9i^^] oder erst dem gröüseren Bereiche [9t; 91^^] angehört 

1. Es gehöre die Primfunktion P(9l', »", . . . 9i^"^ zuerst dem 
Bereiche [91 ^'^ von nur tt Variablen an, während *(9l) und 
V(9t) ganze Funktionen des gröberen Bereiches [9t; 91^^ sind. 

Es sei also 

wo die Koeffizienten 9^ und W^ ganze Groben des Bereiches [91^^^ sind; 
dann mub gemab der Voraussetzung, dab 9 nicht durch P teilbar 
ist, wenigstens eine der Groben Oq, tf^, ... diesen Primfaktor nicht 
enthalten. Ist nun in der Reihe Oq, O^, ... der Koeffizient 9^ der 
erste, welcher P nicht enthalt, so ist, modulo Pq betrachtet, 

«(91) = «, 91* -t- ®,^, 9i*+' + '" (mod P). 

Nun sei anderseits yon den Koeffizienten Ton V der erste, von dem 
nicht bekannt ist, dab er P enthält, der Koeffizient V^; dann ist auch 

W= y^9l*+ 5^4+191*+'-}-... (modP). 
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Dann ist; gemafs der Voraussetzung, dab 9 V durch P teilbar ist, 
das gleiche fflr das ihm kongruente Produkt 

der Fall; es ist also das Produkt 0^ W^ ebenfiedls durch jenen Prim- 
&ktor divisibel. Da nun nach der Voraussetzung 9^ den Divisor P 
nicht enthält, so muls der andere Faktor ¥]^ durch P teilbar sein, da 
der zu beweisende Satz f&r die dem Bereiche (9t', ... 91^"^) angehSrigen 
Orolsen P, 9^, Wj^ als gültig angenommen ist Es müssen daher alle 
Koeffizienten W^, V^,... den Faktor P enthalten, d. L die Gfrolse ^(91) 
ist selbst durch diesen Primfaktor teilbar, was zu beweisen war. 

Ehe wir den zweiten Teil unseres Satzes beweisen, ziehen wir 
aus dem soeben gefundenen Theoreme einige Folgerungen. Es sei 
r(9l) ein irreduktibler Divisor des Bereiches [9i; 9t'] von tt + 1 Un- 
bestimmten, d. L eine solche Gbolse, welche nicht in das Produkt 
iBweier ganzen Funktionen dieses Bereiches zerlegt werden kann. 
Dann folgt zunächst aus dem soeben gegebenen Beweise, dais T(9i) 
auch nicht gleich dem Produkte ganzer Funktionen von 91 sein kann, 
deren Koeffizienten etwa rationale gebrochene Funktionen des Be- 
reiches [91^^ wären. In diesem Falle hätten wir nämlich für T(9l) 
«ine Darstellung von der Form 

wo ©(91) und Z(9t) ganze Gh-Ölsen des Bereiches [91; 91^*^ bedeuten, 
während der Nenner N von 9t unabhängig ist, und wo überdies alle 
gemeinsamen Primfaktoren von N mit 9 oder mit X bereits durch Heben 
beseitigt sind, so dais ^ weder mit ©(9t) noch auch mit X(9t) einen 
gemeinsamen Primfaktor besitzt. Enthielte dann N überhaupt noch 
einen Primfaktor, so müfste dieser in dem Produkte ©(9t)X(9t), also 
nach dem soeben bewiesenen Satze in mindestens einer jener Grolsen 
«elbst enthalten sein; und da alle diese Faktoren bereits durch Heben 
beseitigt sind, so ist zu erschlieüsen, dais JV» 1, also da T(9t) im 
Bereiche [91; 9t^'^ unzerlegbar ist, dais ©(9t) — 1, Z(9t)-=r(9t) 
sein mufs, womit unsere Behauptung erwiesen ist 

Es sei nun femer 0(9t) eine Gröüse des Bereiches [9t; 9t ^'^, welche 
nicht durch den Prim&ktor T(9t) desselben Bereiches teilbar ist, so 

dais also der Quotient -J?^ eine gebrochene Funktion der (n -f 1) 

Variablen 9t, 9t', ...9t^"^ ist Dann zeigt man ebenso, dais tf(9t) 

Kroneoker, Det«rminuiton. \^ 
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auch nicht etwa als Funktion Yon 91 allein betrachtet dnrch T(9l) 
teilbar sein kann^ d. h. dab jener Quotient nicht gleich einer ganzen 
Funktion Yon 91 sein kann, deren Koeffizienten aber gebrochene 
Funktionen der übrigen Variablen (VI', ...9t^^^) sind. Wäre nämlich 

■— ^ in K ganz, so bestände eine Gleichung yon der Form 

wo der Nenner N wieder yon 91 unabhängig ist, und wo überdies yor- 
ausgesetzt werden kann, dals alle gemeinsamen Primfaktoren yon 
und N bereits durch Heben beseitigt sind, dafs also auf der rechten 
Seite S und N keinen gemeinsamen Primfaktor mehr besitzen. Ent- 
hielte dann N überhaupt noch irgeud einen Primfaktor P, so würde 
sich aus der Gleichung 

ergeben, dafs dieser PrimfEiktor yon N in dem Produkte T'B, also 
auch in mindestens einem seiner Faktoren enthalten ist; und da T(9t) 
irreduktibel ist, und N und keinen gemeinsamen Primfaktor au&er 
Eins haben, so muls jeder Primfaktor yon N, also auch N selbst 
gleich Eins sein. 

Nach diesen yorbereitenden Betrachtungen beweisen wir den zweiten 
Teil unseres Satzes, den wir jetzt folgendermaCsen aussprechen: 

2. Ist ein Produkt 0(91) -^(91) zweier ganzen Funktionen durch 
einen Primteiler T(9l) teilbar, und der erste Faktor des Pro- 
duktes enthält diesen Diyisor nicht, so ist die zweite Funktion 
y(9l) notwendig durch r(9i) teilbar. 

Ist zunächst 0(9t) durch T(9l) nicht teilbar, so kann der Quotient 
-^^ auch nicht ganz in 91 allein sein, und femer ist die Primfimk- 

tion T(9l) auch als Funktion yon 91 allein betrachtet irreduktibel 
und nicht als Faktor in 9 enthalten. 

um nun zu beweisen, daCs dann T(9l) notwendig in V(9l) ent- 
halten ist, betrachten wir zunächst 0(91) und T(9i) als Funktionen 
yon 91 allein, und ermitteln nach dem yon Oaufs auf Funktionen an- 
gewendeten EuMidiscken YerfE^iren ihren grolsten gemeinsamen Teiler» 
Zu diesem Zwecke diyidieren wir 0(9t) durch T(9l) und erhalten so 
einen Quotienten f (9t) und einen Best — G^i(9t), welcher in 91 yon 
niedrigerem Grade ist als T(9t); wir erhalten so eine Gleichung 

«(9i) -• -ff (91) r(9i) -f- 6x(9l) = 0. 
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Dividieren wir nun T(8l) durch O^ (9ft) und fahren in derselben Weise 
fort^ 80 muls die Entwickelung zuletzt einmal abbrechen, und wir er- 
halten schlielslich eine Kette yon Gleichungen. 



öv-l -Hy Gy = 0. 

Hierbei sind die Funktionen bei der Division nur als von 9t abhängig 
betrachtet; dieselben sind also ganze Funktionen von 91, während ihre 
Koeffizienten rationale gebrochene Funktionen von 9t', 91", .... 91^"^ 
sind. Dann muls die letzte Funktion Gy notwendig von 9t unabluuigig 
sein, denn aus jenen Gleichungen geht hervor, daCs Gy ein Teiler von 
allen Funktionen Gy—i, Gy^%, ... G^, T, 9 ist Wäre also Gy nicht 
unabhängig von 9t, so müJjste diese Funktion als Teiler der Primfunk- 
tion T(9t) notwendig gleich T(9t) sein, es wäre dann also gegen die 
Voraussetzung T in 9 enthalten. Aus der Auflosung der vorletzten 
und der drittletzten Gleichung nach Gy und Gy^i ergibt sich aber 

Gy = J3y-1 Gy-.l — Gy^t 

Gy^t== Sy^% Gy^% — Gy-.Z\ 

es ist also Gy eine lineare homogene Funktion von Gy^i und Gy^^ 
und Gy^t eine solche von G^,.s und Gy^z\ also ist auch Gy eine 
solche von 6r,.s, Gy^z\ und durch analoges Weiterschlieisen ergibt 
sich, da£B Gy eine homogene lineare Funktion von je zwei aufeinander- 
folgenden Funktionen der Reihe Gy^xy ... G^, T, 9, also auch von T 
und 9 ist, deren Koeffizienten ganze Funktionen von 9t mit rationalen 
Funktionen von 9t', ...9t^"^ als Koeffizienten sind. Es besteht also 
eine Gleichung ^Q+TR^G., 

oder durch Division mit der Funktion Gy 

in welcher Q^ und jß^ ganze Funktionen von 9t bedeuten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen von 9t', ...9t^"^ sind. 

Multipliziert man nun diese Gleichung mit V, so ist *in der 
Gleichung (a>V)Q,+ TVR,^V 

die linke Seite, als Funktion von 9t allein betrachtet, durch T teilbar, 
weil nach unserer Voraussetzung dasselbe fOr das Produkt 9V gilt; 

17* 
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das gleiche gilt also auch Ton der rechten Seite, d. h. es ist der Quotient 

-— eine ganze Funktion von 91, deren Koeffizienten allerdings noch 

gebrochene Funktionen Yon 91', . . . 9t^^^ sein konnten. Nach der im 
Eingange dieses Abschnittes gemachten Bemerkung mufs dann aber 
jener Quotient auch in 91', 91", ... ganz sein, d. L es mufs in der Tat, 
wie es bewiesen werden sollte, die mit V bezeichnete ganze Gröise 
des Bereiches (91, 91', .. . 91 ^''^) durch die demselben Bereiche angehörige 
irreduktible ganze Ghroise T teilbar sein. 

§5. 

Mit Hilfe des im Yorigen Abschnitte bewiesenen Satzes kann nun- 
mehr leicht gezeigt werden: 

dab jede ganze GhröIse « (91, 91', . . . 91^"^ des Bereiches (91, 91', . . .) 
auf eine und nur auf eine Weise in Primfaktoren desselben Be- 
reiches zerlegt werden kann. 

Ist nämlich die Gfroise 9 überhaupt zerlegbar, so kann sie durch 
die Anwendung der im § 3 auseinandergesetzten Methode in zwei 
Faktoren F-I^ zerfUlt werden. Behandelt man dann jede dieser 
Funktionen ebenso wie Yorher, und fahrt so fort, so mufs man 
zuletzt nach einer endlichen Anzahl Yon Zerlegungen zu lauter un- 
zerlegbaren Faktoren gelangen, weil bei jedem weiteren Schritte ent- 
weder der Gtnd der Funktion in Bezug auf mindestens eine der un- 
bestimmten Yerkleinert wird, oder, falls die Faktoren ganze Zahlen sein 
sollten, diese ihrer Gfroise nach Yerringert werden. So ergibt sich also 
jede Grolse als ein Produkt Yon Primfdnktionen des Bereiches. 

Angenommen nun, man wäre zu zwei Yerschiedenen derartigen 
Zerlegungen einer und derselben Funktion 9 gelangt, so würde sich 
durch die DiYision dieser beiden einander gleichen Ausdrücke ftir 9 
eine Gleichung Yon der Form ergeben 

wo im Zähler und im Nenner lauter Primfunktionen auftreten. Die Fak- 
toren P' im Nenner können hier Yon Yomherein als Yon den im Zähler 
auftretenden Yerschieden angenommen werden, da ja etwaige zugleich 
im Zähler und Nenner auftretenden Primteiler durch einfaches Heben 
beseitigt werden können. Dann können aber Zähler und Nenner dieses 
Bruches überhaupt keine PrimfEiktoren mehr aulser der Eins enthalten, 
d. h. die beiden Zerlegungen Yon 9 müssen identisch sein. Wäre näm- 
lich etwa Pj nicht gleich 1, so er^be sich aus der Gleichung 
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dafs P^ in dem Produkte rechts, also nach § 4 in mindestens einem 
seiner Faktoren enthalten wäre, und da diese unzerlegbar sind, so 
müiste, gegen die soeben gemachte Yoraassetznng, P^ mit einem der 
Faktoren P^, -" ^L identisch sein. 

Nachdem nunmehr die eindeutige Zerlegung aller ganzen Gh'ölsen 
des Bereiches (91, 91', ... 91^"^ in Primfaktoren nachgewiesen ist, er- 
geben sich fflr die Ghrolsen eines solchen Bereiches genau dieselben 
Sätze, wie sie in der elementaren Zahlentheorie f&r die ganzen Zahlen 
und f&r die rationalen .Brüche bewiesen und benützt werden. Wir 
wollen nur die für die Folge wichtigen kurz heryorheben. 

Zwei ganze Gh'ölsen 9 und V des Bereiches (91, 91',...) helGsen 
teilerfremd oder relativ prim, wenn sie keiuen gemeinsamen Prim- 
teiler besitzen. Jede rationale Grölse des Bereiches (91, 91',...) kann 

als ein Bruch = dargestellt werden, in welchem Zahler und Nenner 

relatiy prim sind; denn etwaige gemeinsame Teiler können ja auf 
rationalem Wege gefunden und durch Heben beseitigt werden. Ein 
solcher Quotient soll, wie in der Zahlentheorie, ein reduzierter Bruch 
genannt werden. 

Hat man zwei yerschiedene Ausdrücke derselben Ghrölse in den 

Formen = und * und ist der Bruch = ein reduzierter, so ist 9^ 

durch 9 und W^ durch V teilbar; denn aus der Gleichung 

W ™ % 
ergeben sich ja die drei Gleichungen 






Yon denen die erste lehrt, dalÜs 9 W^ und, da O zu V relativ prim ist, 
dafs Wi durch W teilbar ist, während aus der zweiten das gleiche für 
9i und 9 folgt; endlich ergibt sich aus der dritten Gleichung, dafs 

sein muls. 

Sind zwei reduzierte Brüche einander gleich, so können sich 
Zähler und Nenner des ersten yon Zähler und Nenner des zweiten 
nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Ist nämlich 
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so folgt ans dem soeben bewiesenen Satze, dafs die ganze OrSIse 9 
ein Teiler von 9^, aber auch, dafs O^ ein Teiler Yon 9 ist. Aas den 
beiden so sieb ergebenden Gleichungen 

folgt aber ^^^^^^ 

and hieraus ergibt sich, da D und D^ ganze ChrSüsen des Bereiches 
(91,91',...) sein sollen, 

es ist also in der Tat 9i=^±9, nnd V^ =*± V. 



Sechzehnte Vorlesimg. 

Herleitong der EigenBchaften der Determinanten n^' Ordnung ans dem Charakter 
der Lösung von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten. — Eindeutigkeit der 
Lösung. — Untersuchung der Nenner in jener Lösung. — Die Beziehung der Z&hler 
in der Lösung zu ihrem gemeinsamen Nenner S{u j), — Die Fundamentaleigen- 
flchafben der Funktion 0(u j). — Beweis des Multiplikationstheoremes fOr die Funk- 
tion S(u j). — Anderer Beweis desselben Theoremes. 

§ 1. 

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der Losungen Ton n linearen 
Gleichungen f&r n unbekannte x^, ...Xn mit unbestimmten Koeffizienten 
genau in derselben Weise untersuchen, wie dies früher f&r zwei und 
für drei Gleichungen mit ebensovielen unbekannten geschehen ist; und 
ebenso wie die Untersuchung dieser Gleichungen uns die yollstandige 
Theorie der Determinanten zweiter und dritter Ordnung lieferte, wird 
uns die jetzt durchzufBhrende Betrachtung alle Eigenschaften der so- 
genannten Determinanten n^' Ordnung ergeben. 

Anstatt die Gleichungskoeffizienten, wie dies in den früheren ein- 
fechsten Fällen noch geschehen konnte, durch die ersten Buchstaben 
des Alphabetes (a, &, c, . . .) zu bezeichnen, und die zu den Terschiedenen 
Gleichungen gehörigen Koeffizienten durch einen beigefügten Index 
zu charakterisieren, wollen wir jetzt alle Gleichungskoeffizienten, um 
ihre Unbestimmtheit gleich hervorzuheben, durch einen Buchstaben u 
bezeichnen und die Koeffizienten der Terschiedenen Gleichungen durch 
einen ersten Index, die Terschiedenen Koeffizienten einer und derselben 
Gleichung durch einen zweiten Index charakterisieren. 

Wir wollen also annehmen, es seien uns n lineare Gleichungen 
für die n unbekannten Xi,...x^ in der Form gegeben 

(1) : 

oder in kürzerer Form geschrieben 
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n 

(la) /*=2'**»'**^^ (*->.«.•■•-). 



k^O 



WO hier^ wie stets im folgenden, rr^ » 1 gesetzt wird. Hier sollen 
die Eoef&zienten u^^ onbestimmte Variable bedeuten. Es soll nnter- 
sucht werden, ob und wie diese Gleichungen f&r die n unbekannten 
Xi, ...x^ befriedigt werden können, d. b. ob es Funktionen der n(n + i) 
Gh'ölsen (u^^, t*^^, . . . u^ J gibt, welche fflr o:^, . . . o;^ in die Gleichungen (1) 
eingesetzt diese identiisch befriedigen. 

Schreibt man die n(n + 1) Gleichungskoeffizienten folgendermalsen 

(ib) ( : } 

80 erhalt man ein rechtwinkliges System oder eine Matrix Yon n(n + l) 
Elementen Ug^, welche in n Horizontalreihen oder Zeilen und (n + 1) 
Yertikalreihen oder Kolonnen angeordnet sind. Allgemein besteht die 
i^ Zeile aus den samtlichen (n + 1) Koeffizienten Uto, Un, ...Uin Ton f^ 
wahrend jede J^ Kolonne die Koeffizienten einer und derselben un- 
bekannten Xj^ in den n Gleichungen enthalt. Der Kürze wegen wollen 
wir die Elemente der ersten, zweiten . . . n*^ Zeile zusammengenommen 
beziehlich durch 

^it ^%: • • • -Si,, 

die Elemente einer jeden der (n + 1) Kolonnen zusammen durch 

''^Of ^If ^%} ••• 'n 

bezeichnen, so dafs also speziell Fq die samtlichen konstanten Glieder 
tiio; ••• t^o enthalt. 

Es ist leicht, aus diesen n Gleichungen mit n unbekannten ganz 
ebenso wie im § 1 der dritten Vorlesung durch Elimination yon 
Xn (n — 1) lineare Gleichungen für die (n —1) Unbekannten x^yX^,... Xn-i 
herzuleiten. In der Tat erkennt man unmittelbar, dals die n — 1 
Gleichungen 

zugleich mit den ursprünglichen erfüllt sind. Die Koeffizienten Va 
sind leicht zu bildende Determinanten zweiter Ordnung aus den Koeffi- 
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zienten Ua] man findet, wie beiläufig erwähnt werden mag, offenbar 
die Koeffizienten VtOf Vn, ...Vi^n—iy wenn man von der mit Unn nrnl- 
tiplizierten Horizontalreihe Hi der Matrix (Ib) die mit Utn multiplizierte 
letzte Reihe J9^ subtrahiert; man erkennt dann auch sofort, dafs die 
so sich ergebenden Koeffizienten von acn in der Tat samtlich Null sind. — 
Bildet man nun aus diesem Gleichungssysteme auf genau dieselbe Weise 
das neue abgeleitete System yon (n — 2) Gleichungen 

/l =/l t?n— l,n— 1— /«— lt?l,fi— 1 =tF 
h *==/« t?w— 1,11—1 — /«—lt?j,n—l =v 



A^) _ ^'(1) „ AI) ., _ A 

/n— J = /n—lt?ii— 1,11—1— " /«— iV«— 2,n— 1= v, 

SO erkennt man genau ebenso, dalÜs hier die unbekannte Xn^i fort- 
gefallen ist, und durch Fortsetzung desselben Verfahrens erhalt man 
zuletzt eine einzige lineare Gleichung 

in welcher u;^^ und tc^^ zwei ganze ganzzahlige Funktionen der ur- 
sprünglichen Gleichungskoeffizienten (ti^) sind. Durch Auflösung 
dieser Gleichung ergibt sich endlich 



«'ii. 



^10 






Da man dann ähnliche Werte fflr x^,...Xn erhält, so würde aus 
dieser Auflosungsmethode geschlossen werden können, dals sich die 
n unbekannten als rationale Funktionen der n(n -fl) Gleichungs- 
koeffizienten (Uik) mit ganzzahligen Koeffizienten ergeben, oder was 
dasselbe ist, dafs die n unbekannten Grölsen des durch die n(n + l) 
Koeffizienten (ua) konstituierten Bationalitätsbereiches sind. 

Jedoch wurde bereits a. a. 0. hervorgehoben, dafs sich bei dem 
VerÜEÜiren successiyer Elimination nicht ohne weiteres übersehen läist, 
ob ebenso wie die Eliminationsgleichungen eine notwendige Folge der 
ursprünglichen sind, diese auch umgekehrt aus jenen folgen, und ob 
nicht der Fall eintreten kann, da(s eine oder mehrere der Eliminations- 
gleichungen identisch verschwinden. Anstatt nun den Nachweis zu 
führen, dafs für unbestimmte Koeffizienten (tia) keiner dieser I^e 
eintreten kann, was keine grolsen Schwierigkeiten bieten würde, wollen 
wir auch hier das oben gefundene Ergebnis nur als Annahme unserer 
Betrachtung zu Ghrunde legen und dann untersuchen, welche weiteren 
Eigenschaften jene Lösungen haben müssen. Wir werden dadurch zu 
einer höchst einfachen Herleitung aller Eigenschaften der Determinanten 



266 Sechzehnte Yorlesung. 

n^ Ordnnng hingefQlirt, und wir erkennen dann eben ans diesexi 
Gh-ondeigenschaften der Determinanten^ dab die hier gemachten hat 
selbstversiändlichen Annahmen anch wirklich berechtigt sind. 

Wir wollen also bei imserer allgemeinen üntersuchnng von der 
folgenden fandamentalen Voraussetzung ausgehen: 

Jedes System von n linearen Gleichungen mit ebensovielen 
Unbekannten besitzt f&r unbestimmte Werte der Koeffizienten 
mindestens eine Lösung, und zwar sind die Unbekannten 
rationale ganzzahlige Funktionen der Gleichungskoeffizienten 
oder sie gehören dem BationaUtatsbereiche der Eoeffibuenten an. 
Oder; was ganz dasselbe ist: 

Es gibt n rationale Funktionen der n(n + 1) Unbestimmten 
Uikf welche &ii x^, x^, ...Xn in. die Gleichimgen (1) eingesetzt^ 
diese identisch befriedigen. 

Es werde aber ausdrücklich hervorgehoben, dab diese Voraus- 
setzung nicht etwa nur f&r einen speziellen, sondern f&r jeden Wert 
von n gemacht wird. 

§2. 

Zunächst wollen wir genau wie im § 2 der achten Vorlesung den 
Beweis f&hren, dals unter der gemachten Voraussetzung jedes Glei- 
chungssjstem 

(1) fi-=^UiO+UiiXi+UifXt+'"+UinXn-='0 «-l,«,...ii) 

mit unbestimmten Koeffizienten nur eine einzige Losung besitzt, dab 
also die n Unbekannten x^y...x^ durch jene Gleichungen eindeutig be- 
stimmt sind. Um dies zunächst f&r x^ zu beweisen, f&gen wir zu 
dem Systeme (1) die aus ihm abgeleitete Gleichung hinzu 

(2) -F-yi/i + y,/i + ---+yn-i/;-i + /;-o, 

welche offenbar durch jede Losung von (1) befriedigt wird und daher 
dem Systeme (1) zugef&gt werden kann, ohne seine Lösungen zu ändern. 
Wir bestimmen jetzt die noch willkürlichen Groisen y^^...yn^i so, 
dals die Koeffizienten von x^, x^f ...Xn sämtlich verschwinden, d.h. so, 
dals die (n — 1) Bedingungsgleichungen 
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erfüllt sind. Da die n(n — 1) Eoefißzienten dieser n — 1 Gleichnngen 
ebenfalls unbestimmte Grolsen sind, so besitzen dieselben nach nnserer 
allgemeinen Yoraassetznng mindestens eine Losnng, und zwar hangen 
Vif y^y-'-yn—i allein, und zwar rational von den Koeffizienten des- 
jenigen Systemes (ua, U(i, ... Ui^n) ab, welches aus dem ursprüng- 
lichen Systeme {Uio, Un, Ua, ...Uin) durch Weglassung der beiden 
ersten Yertikalreihen Fq und V^ entsteht 

Es sei nun j^^, y^, ... j(n— i eine bestimmte rationale Lösung dieser 
(n — 1) Gleichungen (3), so geht die abgeleitete Gleichung (2) über in 

-P" = (^10 yi + • • • + «*»-i, yi—i +. «*„o) 

+ ^li^llfi + '"+ w«-i,i y«-i + Unl) — 0. 

Hier kann der Koeffizient von x^ für unbestimmte (u^^, ^y-ti^i) 
nicht identisch verschwinden; da sich Uni sicher nicht forthebt; also 
erhalt man für oo^ den einen eindeutig bestimmten Wert 

und damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. Ganz ebenso 
lälst sich zeigen, dals unter der gemachten Voraussetzung auch 
^y^y*^ eindeutig bestimmte rationale Funktionen der Ele- 
mente (ua) sind. 

Bei diesem Beweise brauchte nicht vorausgesetzt zu werden, dals 
auch die konstanten Glieder (u^^, u^f...Un^ der Yertikalreihe V^ Un- 
bestimmte sind; alle hier benützten Schlüsse bleiben richtig, wenn 
man ihnen beliebige spezielle Zahlenwerte beilegt Wir können daher 
auch den für die Folge wichtigen Satz aussprechen: 

Durch n lineare Gleichungen, in denen die Koeffizienten 
der n Unbekannten (ua, Uitf . • • u<m) Unbestimmte sind, werden 
die Unbekannten eindeutig bestimmt, auch wenn die konstanten 
Glieder (Ujo; ^> ---^o) ganz beliebige Zahlenwerte besitzen. 

Sind speziell Uio^^^o"^*'"^^®"^^^ betrachtet man also die 
n linearen homogenen Gleichungen 

80 besitzen diese nach dem soeben bewiesenen Satze für unbestimmte 
(Uiij Ui%,...Uin) die Lösung (a^«a:^=»... = a:^— 0) und keine andere. 

§3. 

Aus unserer allgemeinen Voraussetzung in Verbindung mit dem 
Resultate des vorigen Abschnittes ergibt sich, dab durch die Glei- 
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chimgen (/*^»0) die n Unbekannten x^^...Xn eindeutig als rationale 
ganzzahlige Funktionen der Gleichungskoeffizienten bestimmt sind, 
d. h. dals 

ist, wo die noch unbekannten Ghroisen X< und 9i ganze ganzzahlige 
Funktionen der n{n'\-l) Elemente der Matrix 

(«.*) a:o.ti::::) 

sind. Wir wollen und können jene Brüche für Xi,...x^ von yom- 
herein in ihrer reduzierten Form annehmen, d. h. etwa vorhandene ge- 
meinsame Teiler von Zahler und Nenner bereits durch Heben beseitigt 
denken; durch diese Annahme sind dann die Zahler und Nenner bis 
auf ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt; wir wollen über dieses zunächst 
noch keine Voraussetzung machen. 

Wir beweisen dann den weiteren wichtigen Satz: 

Die Nenner öiCup»), ... ©„(w^a) von x^y,..Xn sind ein- 
ander gleich. 

Wir brauchen nur zu zeigen, dais von zwei beliebigen Nennern 9^ 
und 9r jeder durch den anderen teilbar ist; denn daraus folgt ja, 
dafs sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden können. Wir 
können und wollen dann den Nennern ein solches Vorzeichen beilegen, 
dals sie auch dem Vorzeichen nach gleich werden. Es genügt auch 
hier, nachzuweisen, dafs der zweite Nenner 9, durch den ersten 9^ 
teilbar ist; wörtlich ebenso kann dann der Beweis für irgendwelche 
Nenner S^ und Sr geführt werden. 

Um dies zu zeigen, führen wir in die Gleichungen 

(2) fg^Ugfi+ UgiXi+ Ug%Xf\-'''-\- UgnXn^O (ir = l,l....n) 

an Stelle von Xi,x^,...Xn neue Unbekannte x[,x'^,...Xn durch die 
elementaren Transformationsformeln ein 

(3) afi — a?;, x^'=-x'^ + tx[, Xj^^xl (*>«), 

wo t eine variable Ghröfse ist; ihre Auflösung ist dann einfach die 
folgende 

(3a) ^1 = ^, xl=^x^-txi, ^l^Xj, (*>«). 

Dadurch gehen die Gleichungen fg^O für x^, ...rr^ in die folgenden 
Gleichungen für x[,...xl über 

(4) fj « UgO+ (Ugl + tUg2)x[ + Ugi X'^ + " * + UgnX!. — 0, 

oder kürzer geschrieben in 
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(4a) fi^ulo+ulixl+ul^x'^ + '"+uinXi^O, 

deren Eoef&zientensystem 

(uIh) oder {u') 

sich Yon dem yorlier betrachteten 

Ka) oder (u) 

nur dadurch unterscheidet, dafs in diesem zn den Elementen der 

Yertikalreihe Vi die mit t multiplizierten entsprechenden Elemente der 

Kolonne V^ addiert sind. Bezeichnet man also die Kolonnen der 
Matrix (u') mit V^, so ist 

Da nun die Koeffizienten (u^a) des Gleichungssystemes /*p»0 f&r 
unbestimmte Werte der (u,a) ebenfalls unbestimmte Variable sind, so 
besitzt auch dieses eine einzige Losung, und zwar ist nach (1) 






Xi- 



Ö,(u) 



wahrend 

war. 

Da nun nach (3a) 

ist, so ergibt sich durch Einsetzen der Werte von x^j x^^ x[ die 
folgende Gleichung 

welche fOr ein yariables t identisch bestehen muls. 

In dieser Identität bringen wir die rechte Seite auf gleichen 
Nenner: Es sei T(u) der gröfste gemeinsame Teiler der beiden Nenner 
&^(u) und &i(u), so dafs also 

©,(u) = T(u) ?P;(u); e,(u) = T(u) W,(u) 

ist, und die beiden ganzen Funktionen W^ und W^ keine gemeinsamen 
Teiler mehr besitzen. Dann kann die letzte Gleichung folgendermalsen 
geschrieben werden 

WO die Funktionen, welche auf der rechten Seite im Zahler und Nenner 
stehen, die Variable t gar nicht enthalten. 

Man kann nun genau wie auf S. 121 zeigen, dab der Bruch auf 
der rechten Seite der Gleichung (5) in seiner reduzierten Form er- 
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scheint, d. h. dab sein Zahler und sein Nenner keinen einzigen ge- 
meinsamen Primteiler enthalten. Da nämlich im Nenner die Variable t 
gar nicht vorkommt, so mülste jener Teiler in jedem der beiden Tenne 
des Zählers enthalten sein, d. k es müljsten die drei Produkte 

(6) (TW,W,,X,W,,X,W,) 

einen gemeinsamen Primteiler P enthalten. Nun hat aber keins der 
drei Paare von Funktionen 

(2,, TW,), (Z,, TW,), iW„ W,) 
einen gemeinsamen Teiler; die beiden ersten nicht, weil —^ und -^^ 

in der reduzierten Form angenommen waren, das letzte nicht, weil V^ 
und W^ die von dem gemeinsamen Divisor befreiten Teile von 0^ 
und 9, sind. 

Angenommen nun, es existierte ein Primteiler P, welcher in den 
drei Produkten (6) enthalten ist, so mülste er entweder in einer der 
beiden Funktionen W^, W^ oder in T enthalten sein. Wäre aber die 
Ghrölse P z. B. in W^ enthalten, so mülste sie nach (6) auch ein Teiler 
von X^ W^ sein, und dies widerstreitet die Annahme, dafs W^ sowohl 
zu Xj als auch zu W^ relativ prim ist. Ebensowenig kann P ein 
Teiler von W^ sein. Endlich kann jener gemeinsame Teiler auch nicht 
in T enthalten sein; denn da T zu X^ und zu X^ relativ prim ist, so 
müljste jener Teiler zugleich in W^ und W^ aufgehen, was wieder mit 
der oben gemachten Annahme im Widerspruche steht 

Damit ist also bewiesen, dafs der Bruch auf der rechten Seite 
von (5) in der Tat in der reduzierten Form gegeben ist. Da nun der 

Bruch Q(,l diesem identisch gleich ist, so folgt, dab sein Nenner B^i^'} 

durch den Nenner T(ti)!Pi(u)3^,(ti), also a fortiori durch 

T(ti)?Pi(u) = ©,(u) 

allein teilbar ist, und zwar für variable Werte von t Es besteht also 
eine Gleichung 

wo G eine ganze ganzzahlige Funktion der Unbestimmten Ugk ^uid t 
ist. Setzt man in dieser Oleichung speziell t=^0, wodurch das System 
(ulk) in (Ugk) übergeht, so ergibt sich die Gleichung 

und da man ebenso beweisen kann, dafs auch 0^ durch 9^ teilbar ist^ 
so folgt, dab 0(ugk) == ± 1 ist, d. h. dab 0^ und 0^ sich höchstens 
durch das Vorzeichen unterscheiden können. Wortlich ebenso beweist 
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man; dalb sich alle Nenner voneinander hochstenB durch das Vorzeichen 
unterscheiden können. 

Wir wollen nun die bis jetzt noch willkürlichen Vorzeichen von 
&%f &3; ...9h so bestimmen; dals 

ist; und wir wollen den so gefundenen gemeinsamen Nenner durch 

bezeichnen. Dann ergeben sich jetzt ffir Xi,,..Xn die folgenden Aas- 
drücke -V / \ -v t \ 

WO die (n + 1) Funktionen X^; . . , Xny & ganze ganzzahlige Funktionen 
der Grolsen Ugk sind; und wo jede Funktion Xi relativ prim zu dem 
gemeinsamen Nenner 9 ist 

§4. 

Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes wissen wir; daTs; 
falls das Gleichungssystem 

(1) /* = «*o + ^«****=0 (A-M....,) 

überhaupt rationale Losungen besitzt; die Unbekannten x^j ...x^ durch 
diese Gleichungen eindeutig als ganzzahlige rationale Funktionen der 
Koeffizienten {u^^j^ bestimmt sind, welche in ihrer reduzierten Form 
alle denselben Nenner 9{ugh) besitzen. Wir wollen nun zunächst die 
Abhängigkeit der Lösungen von den konstanten Gliedern (u^q; u^^j • . • Umo) 
untersuchen; welche sich also in der Kolonne F|) der Matrix (u^^) be- 
finden. Wir werden hier den Satz beweisen: 

Die Lösungen Xiy,..x^ des Gleichungssystemes (1) sind 
homogene lineare Funktionen der n Elemente u^q; u^q; ... Uno* 

Die Richtigkeit dieses Satzes kann leicht aus der auf S. 267 (4) 
gegebenen Darstellung jener Lösung geschlossen werden. Ebenso leicht 
und ohne jede Rechnung erhalten wir aber den Beweis dieser Tatsache 
durch die folgende einfache Überlegung: Wir betrachten Xi,..,x^ als 
Funktionen der Elemente u^^ von Fq allein; es sei also 

(2) iCi=*i(Uio,...Wi.o),... a:n=*n(M,o;.-.W«o), 

wo diese n Gröisen ^t rationale Funktionen von u^q, ...Uno sind. 

Wir betrachten nun die Lösungen der drei folgenden Systeme von 
je n Gleichungen 
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m 

(3) "lo+^'^^^'i"^ (*-!.«.•••-) 

n 
(«»o + «»'o)+2«»*< = (»=.1.1.....), 

deren Eoeffizientensysteme sich nur dadurch yoneinander unterscheiden, 
dafs die konstanten Glieder beziehlich m^^, u^^, (**ao+ ^ao) ®^^ Nimmt 
man nun die 2n Elemente (u^^, . . . Uno) ^uid (u{o, . . . ti^o) &Ib un- 
bestimmte Variable an, so sind nach dem soeben bewiesenen Satze die 
Unbekannten (rr^), (x^), {x") durch diese drei Gleichungssysteme ein- 
deutig bestimmt; und zwar ergeben sich ihre Werte aus (2), wenn man 
die Grofsen u^^ beziehlich ersetzt durch u^^, u'^^, ^ho'^Ko' ^^^ ^' 
halt also f&r sie die Ausdrücke 

^* = **(••• ^o-'O 

^I = **(••• «*Io---) 

<=**(••• ^o+^Io---)- 

Addiert man nun je zwei entsprechende Gleichungen der beiden ersten 
Systeme zueinander und vergleicht die so entstehenden Gleichungen 

mit dem letzten Systeme in (3), so ergibt sich, dals (xi+ x[), ...(Xn+xi) 
die Losung des dritten Systemes ist; und da dieses nur eine einzige 
Losung hat, so folgt 

xjl^x^+xl. 

Hieraus folgt also, daTs die n Funktionen ä^^(. . . u^^ . . .) der Funktional- 
gleichung genügen 

(5) **(«*10 + w{o, . . . t<*,0 + Wio) = *^(Uio, . . . Uno) + «j«, • • • tl^o). 

Nun kann man sehr leicht zeigen, dafs eine rationale Funktion 
von n Variablen 

*(Wi,...Un), 

für welche die Funktionalgleichung besteht 

(6) *(«!+«{,... «,+ ui)=*(u,,...tt,) + «(«;,...!«:) 
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eine homogene lineare Funktion derselben mit konstanten Koeffizienten 
sein mnls. 

Setzt man nämlich (u^y ti^, ...Un) und (u[, u'^, . . . Un) beziehlich 
gleich (iii, 0, ... 0) nnd (0, u^,"- Un), so folgt ans jener Gleichnng 

*(Wi, ... Un) = *(t*i, 0, ... 0) + *(0, U„...Un), 

wo also der erste Snmmand eine rationale Funktion von u^ allein ist^ 
während der zweite u^ gar nicht mehr enthalt; nnd indem man den 
zweiten Summanden .rechts genau ebenso behandelt und die ent- 
sprechende Zerlegung so lai^ fortsetzt, als noch Variable yorhanden 
sind, erhalt man zuletzt fOr die Funktion 9 die Darstellung 

(7) *K,ti„...ti*)=*iW+«,K) + ---+«nW, 

wo die n Funktionen rechts rationale Funktionen von je einer Variablen 
sind. Ersetzt man in dieser Gleichung wieder allgemein U| durch 
Ui+u'i und beachtet die Gleichung (6), so ergibt sich weiter, dals f&r 
jede dieser n Funktionen die entsprechende Gleichung besteht 

Eine rationale Funktion von nur einer Variablen 9(u), welche der 

Gleichung 

(7 a) *(u + wO = 9(u) + «(uO 

genügt, mub aber yon der Form Cu sein, wo C eine Eonstante be- 
deutet Setzt man nämlich u!==h, so folgt aus dieser Gleichung f&r A s= 

»=o Ä du ^_^ h ' 

da ja —^ von u überhaupt nicht mehr abhangt, und hieraus ergibt 

sich zunächst 9{u) => Cu + C^, und da wegen (7a) (7^» sein muls, 

so folirt in der Tat _, ^ ^ 

^ *(m) = Cu. 

Mit Hilfe dieses Satzes geht der Ausdruck (7) für die zu unter- 
suchende Funktion über in 

*(Wi, . . . tl^) = C^Ui + • • • + CnUn, 

wo Ci,...Cn von Ui,...Un Unabhängig sind. Es ist also auch jede 
der n Funktionen ^j^(Uiof . . . u^o), welche den Wert der Unbekannten x^ 
darstellen, eine homogene lineare Funktion der konstanten Glieder 
t«io; ... t^no niit Koeffizienten, welche yon den Elementen der Reihe Vq 
unabhängig sind, welche also rationale Funktionen der n* Elemente 

mit ganzzahligffli Koeffizienten sind. 

Kroneoker, Detenninaaten. lg 
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Hiernach können jetzt also die n Werte der unbekannten Xi,...Zn 
folgendermalben dargestellt werden 

wo jetzt Zähler und Nenner der Brüche keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen. Dann ist nach unserem Satze jeder Zahler eine homogene 
lineare Funktion der Elemente u^o;***^oy wahrend der gemeinsame 
Nenner dieselben gar nicht enthält. 

§5. 

Wir wollen jetzt endlich untersuchen, in welcher Beziehung die 
Zähler Xi, X^,...Xm der Lösung unseres Gleichungssystemes zu dem 
gemeinsamen Nenner stehen. Wir werden leicht zeigen, dais jene 
genau dieselben Funktionen wie die Funktion im Nenner sind, daCs sie 
aber von anderen Variablen abhangen. 

Setzen wir fttr den Augenblick der Gleichförmigkeit wegen den 
gemeinsamen Nenner 

ö(«,*)-:Xo(«j, 

SO befriedigen die n rationalen Funktionen 
identisch die n Gleichungen 

(1) f^^U^^+U,,X, + '"+U^^X^^O (*-!.«,....). 

Setzt man also jene Werte in diese Gleichungen ein und multipliziert 
sie mit dem gemeinsamen Nenner X^, so ergeben sich die Identitäten 

(2) u,,Xo+u,,Z, + ... + ^,Z„=0 (*=!,«....-), 

wo das von Biemann eii^efOhrte Zeichen = bedeutet, dab die Glei- 
chungen f&r variable Werte der Koeffizienten 

identisch erfüllt sind, wenn man unter Z^, . . . Z^ eben die betrefPenden 
ganzen ganzzahligen Funktionen der Koeffizienten (u^^) versteht. 

Da diese Gleichungen reine Identitäten sind, so bleiben sie be- 
stehen, wenn man in der Matrix (Ugk) die Elemente einer Kolonne mit 
denen einer anderen vertauscht; nur muls man natürlich dieselbe Yer- 
tauBchung auch in den n + 1 ganzen Funktionen X^ vornehmen. Wir 
wollen nun die Elemente der Kolonne Fq mit den entsprechenden 



§ 5. Die Beziehung der Z&liler in der LOsong zu ilirem gemeinsamen Nenner. 275 

Elementen einer anderen Yertdkalreihe Vq vertanschen; d. h. jetzt das 
Koef&zientensystem 

(F„ Fi,...Fj-„ Fo, F,+i,...) = (%, Wu,...t*A0>--O (*-!.«.•") 

betrachten. Bezeichnet man die Werte, welche die ganzen Funktionen 
X^, Xi, . . . Xn bei dieser Yertauschnng erhalten, beziehlich durch 
X^, X[f . . . JC, so bestehen fOr sie die Identitäten 

oder bei Yertauschnng des ersten mit dem (q + 1)^'^ Summanden in 
jeder dieser Summen 

(3) u^^Xi + u,,X[ + - + u,^X!, + ..-+u,^Xl = 0. 

Bei dieser Schreibweise erkennt man nun, dals die Gleichungssysteme (2) 
und (3) in ihren Koeffizienten völlig übereinstimmen. Dividiert man 
also die Oleichungen (3) sämtlich durch X^, so sieht man, dals sich 
hier die Losung der Gleichungen (1) in der Form darstellt 

x[ x;, K 

-^9 -^9 -^9 

Yergleicht man die beiden Werte von x^, welche identisch sein müssen, 
miteinander, so folgt 

und da beide Brüche in der reduzierten Form gegeben sind, so müssen 
ihre Zahler und ihre Nenner einander bis auf das Yorzeichen gleich 
sein; es ist also 

d. h. der Zahler von Xq geht, abgesehen vom Yorzeichen, aus dem ge- 
meinsamen Nenner G dadurch hervor, dals man in ihm die Elemente 
der Kolonne Vq durch die entsprechenden Elemente von Fq ersetzt; 
und da dasselbe für jeden der n Zähler von a^,...2^i gilt, so ergibt 
sich der Satz: 

Der Zähler des Bruches für x^ geht aus dem gemein- 
samen Nenner 9, abgesehen vom Yorzeichen, dadurch hervor, 
dab man in die Elemente u^^, . . • u^;^ der Kolonne F^ be- 
ziehlich durch die Elemente u^q, . . . u^o der Kolonne V^ ersetzt 

Da nun der Nenner die Elemente u^^ gar nicht enthalt, also 
in der Form geschrieben werden kann 

18* 
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Ö(i*,,,u,„...u,J = Ö(Fi, F„...F.), 

so ergeben rieh allgemein f&r die Zahler X^, X^, • - • X^ die Ausdrücke 

34 = ± 0(^0, V^, ... Vn), -X|=» ± ö(^, Vq, ... Fii), ... 

Wir wollen jetzt diejenige ganze Funktion, welche ans dem Nenner 
9{Vi, Fj, ... Fn) herroi^eht, wenn man allgemein Vg dnrch F^ oder, 
was dasselbe ist, wenn man u^^ dnrch u^^ ersetzt, dnrch 9, bezeichnen; 
dann wird also X^, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 9g, nnd man er- 
halt hiemach f&r die n Unbekannten die folgenden Ausdrücke 

(4) ^ = «1"^' ^ = «»V"' «ii=««-^' 

wo die Si, «2, .. . «n nur einen der Werte ± 1 haben können. 

Die letzte Frage, welchen der beiden Werte ± 1 die Zahlen Si 
besitzen, kann nun sehr einfach durch die folgende Betrachtung ent- 
schieden werden (vergL S. 124). Um das Vorzeichen s^ Ton x^ zu 
bestimmen, betrachten wir die Gleichungen, welche aus (1) dadurch 
herrorgehen, dab wir die konstanten Olieder u^^, d. h. die Elemente 
Yon Fq durch die entsprechenden Elemente u^^ von F^ ersetzen, also 
die n Gleichungen 

(5) u,, + U,,X,+ U^,X, + '"+U^^X^^O (*-l 2,...!.). 

Auch diese Gleichungen besitzen nach den am Schlüsse yon § 2 gemachten 
Bemerkungen fCLr unbestimmte (u^^, u^,, . . . u^^) eine einzige Losung^ und 
diese geht demnach dadurch aus der dlgemeinen hervor, dab man dort 
die Vertikalreihe Fq durch F^ ersetzt. Es muJb also sein 
,.^ ^(F„F>,...FJ _ e(F„F,,F3,...F^ 

W ^i-«i e(F,,F.,...Fj ""*!' ^-*»Ö(F,,F.,F3,...FJ''" 

Anderseits erkennt man sofort durch einfEu^e Substitution, dals jene 
Gleichungen (5) durch das Wertsystem 

(6a) a?!« — 1, 0)^ = 0,... ir«=0 

befriedigt werden, und da diese zweite Losung (6 a) notwendig mit der 
ersten in (6) übereinstimmt, so ergibt sich f^« ^1; ganz ebenso wird 
bewiesen, dals in (4) fClr 8i jedesmal —1 zu setzen ist Es ergibt 
sich abo ^ 

^ e* af, = — -gp>-- a^,— ^• 

Durch Vergleichung der beiden hier gefundenen Werte fCbr x^ 
ergibt sich femer die Identität: ©(F^, F^, F„... F«) — 0. Die Punk- 
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tion verschwindet also identisch, wenn die Elemente der Yertikal- 
reihe V^ durch die entsprechenden Elemente von Vi ersetzt werden. 
Und da offenbar genau dasselbe fOr zwei ganz beliebige Yertikalreihen 
bewiesen werden kann, so ergibt sich der folgende Satz: 

Die Funktion ö(Fj, F„...Fn) verschwindet identisch, 
wenn die Elemente irgend einer Kolonne Vg durch die ent- 
sprechenden irgend einer anderen Kolonne Vr ersetzt werden. 

Aus dem auf S. 275 bewiesenen Satze fiieist noch ein wichtiges 
Korollar: Es war im vorigen Abschnitte nachgewiesen worden, dals 
jeder der Zähler 9^, .., 9n homogen und linear in den Elementen der 
Kolonne Vq ist, wahrend der Nenner diese gar nicht enthalt. Da 
aber z. B. 0^ dadurch in übergeht, dab dort die Elemente von Vq 
ersetzt werden durch die Elemente von F^, so folgt, dab der Nenner 
eine homogene lineare Funktion der Elemente von V^ ist; und da das- 
selbe f&r die Elemente von T^> • . . F« gilt, wie aus den Ausdrücken 
für a!:^; ' * • ^ folgt, so ergibt sich der wichtige Satz: 

Die Funktion 0, welche den gemeinsamen Nenner von 
Xi, . , .Xn bildet, ist eine ganze ganzzahlige Funktion der 
n' Elemente des Systemes 



Ka) ' 



Uli, Ui„ . . .Min 
^19 ^f •••**«« 



' ( 'U 's* • • • *»)> 



und zwar ist sie eine homogene lineare Funktion der Elemente 
einer jeden Kolonne; sie kann also in der Form geschrieben 
werden 

WO die Koeffizienten TJf^ die n Elemente von Vk nicht mehr 
enthalten. 

Eine weitere Folgerung ist die, dals keinen Zahlenfaktor be- 
sitzen kann, da denselben sonst jeder Siähler in (4) haben müfste; dann 
waren aber Zahler und Nenner nicht relativ prim zueinander. 

Die Funktion der v? Elemente (Ugi) ist im wesentlichen die 
Funktion, welche wir im folgenden die Determinante dieses Systemes 
nennen werden. Schon aus dem soeben abgeleiteten Satze ergibt sich, 
wie naturgemäfs es ist, die n* Elemente Ugk in der soeben angegebenen 
Weise in ein nach n Zeilen und n Kolonnen angeordnetes System zu 
schreiben. 
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Wir wollen jetzt ziinachst die Eigensohaften der so gefandenen 
Funktion 0(ugk) ao&uclien nnd auf Ghnnd derselben diese Funktion 
wirklich darstellen. 

§6. 

Im vorigen Abschnitte ist gezeigt worden, dab die Funktion in 
der Weise von den n' Elementen des Systemes 

abhängt, dals sie ab homogene lineare Funktion der n Elemente einer 
Yertikalreihe dargestellt werden kann. Dieselbe Eigenschaft besitzt diese 
Funktion auch in Bezug auf die n Elemente einer jeden Horizontal- 
reihe. Wir beweisen diesen Satz gleich in einem viel weiteren Um- 
fjBmge, indem wir den Nachweis fahren, dab sich die Funktion in 
Bezug auf die Zeilen und Kolonnen ihres Elementensystemes yollsiSndig 
gleich verhalt. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir neben dem Elementensysteme (1) 
das sogenannte transponierte oder konjugierte, welches aus jenem 
entsteht, wenn man in ihm die Zeilen mit den Kolonnen vertauscht^ 
d.h. das System 



(2) 



«*ii; ^u 



Uni 



,Uin, Win, ...tinn 

Wir wollen dasselbe hier wie im folgenden bezeichnen durch 



(2a) 






Utn 



, Unlf Uni, . 



>Un 



(Ügh), 



so dab also f&r jedes Element u^a des transponierten Systemes die 
Gleichung besteht __ 

Ugk = Uhff» 

Man erkennt ohne weiteres, dab das transponierte System des 
transponierten ü,a wieder das ursprüngliche ist, d. L dab 



ist 



(Ü9h)'^Ugk 



Wir vergleichen nun die Werte derjenigen beiden Funktionen 
0(ugj^ und 9(ugh)f deren Elemente durch diese beiden Systeme ge- 
bildet werden, d. h. die beiden Funktionen 

ö(wai, Uki, . . . Unn) mid ö(uia, «ia, . . . Unk) 
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miteinander. Dann kann man leicht zeigen, daCs dieselben sich höchstens 
durch ihr Vorzeichen unterscheiden können. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der im An- 
fjBuige dieser Vorlesung auseinandergesetzten Auflösungsmethode der 
nGleichnngea ^^_o, f,=.0, . . . /«-O. 

Multiplizieren wir nämlich ihre linken Seiten beziehlich mit 
n Orölsen y^j y^i • • • Vn und addieren sie dann, so ergibt sich die ab- 
geleitete Gleichung 

welche stets zugleich mit den ursprünglichen erftült ist 

Wir bestimmen nun wieder die Gröfsen y^y y^f • > • V» s^; ^^ ^^^ 

EoefELzienten von x^, x^, . . - Xn in F alle Null sind, der von a^ aber 

gleich — 1 wird. Dazu müssen diese n Ghröisen die linearen Gleichungen 

befriedigen ... i 

yi% + Vi^i + h y«ti,ii — - 1 

yiUin+yiUtn + h y,,Mnn = 0. 

Das Koeffizientensystem der Vi^ ys> • • • Vn '^^^ ^^^ einfach das trans- 
ponierte (2) zu (1) und da dasselbe aus lauter Unbestimmten besteht, so 
besitzen diese Gleichungen eine und nur eine Lösung, deren gemein- 
samer Nenner gleich 

ist. Es kann abo gesetzt werden 

Substituiert man nun diese Werte der y^ in F, und berücksichtigt 
die linearen Gleichungen (3), so erhalt man 

-F = (yi Wio + • • • y« **« o) — i^i = 0, 
d. h. es ergibt sich der folgende Wert für x^ 

Man erhalt also ftir x^ zwei verschiedene Brüche, deren Nenner 
S(Ugh) und 9(ugh) sich nur dadurch unterscheiden, dafs das Elementen- 
system des zweiten das transponierte des ersten ist. Da aber der 
erste Bruch in der reduzierten Form gegeben ist, so muls der zweite 
Nenner ein Vielfaches des ersten sein; man erhalt abo eine Gleichung, 
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©(!*)= Ö(|*)P(U,*), 

WO P eine ganze ganzzahlige Funktion der n* OroiBen (u,a) ist Schreibt 
man aber in der Identität links und rechts an Stelle der Elemente ihre 
Transponierten, und beachtet, dab das transponierte System des trans- 
ponierten wieder das ursprüngliche System ist, so ergibt sich 

d.h. auch 0(u) ist durch 9{u) teilbar. Hieraus folgt also 

(4) Ö(u) = ±©(u), 

d. h. es besteht der Satz: 

Die Funktionen von zwei transponierten Elementen- 
systemen können sich höchst^oji durch das Vorzeichen unter- 
scheiden. 

Die folgende Überlegung zeigt aber auch hier genau wie auf 
S. 128 unten, daCs in (4) das positive Vorzeichen zu wählen ist. 
Setzt man nämlich ^ 

wo £ a ± 1 sein mulj3, und ersetzt man das System (ugk) durch irgend 
ein sogenanntes symmetrisches System (Sgh), dessen Vertikalreihen 
den entsprechenden Horizontalreihen gleich sind, so ist 



und es ergibt sich daher 



(sgh) = (Sgn), 

Wäre abo s = — 1, so mülste f&r jedes symmetrische System 
0(Sgh) » sein. Nun werden wir aber schon auf S. 288 zeigen, dafs 
f&r das offenbar symmetrische sogenannte „Einheitssystem^^ 



JS?. 



l 0, 0, 0, ... 1 , 

9(E) = 1, und also von Null verschieden ist Also ist stets « =» + 1, 
und es gilt der Satz: 

Die Funktion 0(ugk) bleibt ung^ndert, wenn man in 
ihrem Elementensysteme die Zeilen mit den Kolonnen ver- 
tauscht Jeder fOr die Vertikalreihen des Systemes (u,a) be- 
wiesene Satz gilt somit auch fOr seine Horizontalreihen. 



1, 


0, 


0,. 


..0 


0, 


1, 


0,. 


..0 


0, 


0, 


1,. 


..0 
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Hieraus folgt sofort in Yerbindung mit dem auf S. 277 be- 
wiesenen Satze: 

Die Funktion & ist linear nnd homogen in Bezog auf 
die Elemente jeder Zeile ihres Koeffizientensystemes 






und sie verschwindet identisch, wenn die Elemente von irgend 
zwei Horizontalreihen eiaander gleich sind. 

§ 7. 

Wir wollen jetzt untersuchen, welche Eigenschaften die Funktion 
in Bezug auf die Elemente von zwei beliebigen Zeilen oder Kolonnen 
besitzt. Wir geben zuerst noch einen neuen direkten Beweis daftlr, 
daJjs die Funktion 0(ugH) verschwindet, wenn man die Elemente zweier 
Horizontalreihen Si und H^ einander gleichsetzt Aus den Unter- 
suchungen des vorletzten Paragraphen hatte sich ergeben, daCs die 
Werte der durch die n Gleichungen 

fff = Ugo +^UgHXk =» (p = l,J,...n) 

k 
eindeutig bestimmten Unbekannten x^, x^, . . . Xn die folgenden sind 

Xk^ ^ C* = l,J,...n). 

Es bestehen also die Identitäten 

— W^OÖ + T^^gh^k = (p = l,f....n). 

Betrachtet man nur zwei unter diesen Gleichungen, etwa die i^ 
und die Iz^ und zieht diese voneinander ab, so ergibt sich die Gleichung 

In dieser Identität setzen wir nun 

lassen aber u^o und Uk^ ganz unbestimmt. Dann fallen alle Summanden 
mit Ausnahme des ersten fort, und man erhalt 

(ttiO — Wto)Ö(Mpi|) = 0, 

oder _ 

wenn man mit & den Wert bezeichnet, welchen B annimmt, wenn 
man allgemein u^ » uuh setzt 
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Nun sind Un.. . Uin und Uj^i . . • u^n die Elemente der i**^ bez. 
Jc*^ Horizontalreihe des Elementensystemes von 0, und man erhalt also 

den Satz: 

Die Funktion &(Ug]^ verschwindet identisch, sobald die 
entsprechenden Elemente zweier beliebigen Zeilen Hi und H^ 
einander gleich sind. 

In einer leicht verständlichen Schreibweise kann dieser Satz dorch 
die Gleichnng ausgedrückt werden 

(1) ©(...B;-Äi...) = 0. 

Derselbe Satz gilt auch für je zwei Yertikalreihen von 0, wie 
man wieder durch den Übergang zu dem transponierten Systeme er- 
kennt; man erhalt also die Gleichung 

©(...F, = n...) = 0. 

Faust man beide Sätze zusammen, so kann man sagen: 

Die Funktion verschwindet identisch, sobald die ent- 
sprechenden Elemente zweier beliebigen Parallelreihen (Zeilen 
oder Kolonnen) einander gleich sind. 

Hieraus folgt unmittelbar eine weitere Eigenschaft der Funktion 0. 
Betrachtet man ein System, in dem jedes Element der i*^ Kolonne aus 
zwei Summanden besteht, d.h. ein System 

' Mu • • • («*i< + ^i) • • • wi,. ' 
; =(Fi...F,-|-F/...r.) 

.U^l ' " (Uni + Uni) . . . Unn , 

und entwickelt die Funktion dieses Systemes nach den Elementen 
der i*^ Kolonne, so folgt aus dem Umstände, dals in den Elementen 
derselben homogen und linear ist, die Gleichung 

0(Uki ...UHi + u'ki... Ukn) =• 0{Ukl ...Uki... Uj^n) + ®(Wa1 • • • ti**. . .U*«), 

oder in einÜEhcherer Schreibweise 

Ö(. . . Vi+V/. ..) = Ö(. .. F,. ..)+©(.. . F/. . .). 

Schreibt man in dieser Gleichung auch für die Elemente einer 
anderen Kolonne F«, F« + F/, d. h. setzt man allgemein für 

Ugk beziehlich Ugk + u'gk o^-i,...«), 

so ergibt sich aus ihr 

©(...f,+f/...f*+f;.. .)-©(.. .F,...n-fF;.. .)+©(.. .KV..F»+F,'...) 

= ©(...F,...F*...) + Ö(...F,...F;...) + «(...F/...F*...) + Ö(...F;...n...). 
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Diese Gleichung wenden wir an auf die Funktion 

welche, da die beiden Kolonnen einander gleich sind, identisch ver- 
schwindet. Daraus folgt 

0-Ö(...F,+F*...F,+n...) = Ö(...F,...F,...) + «(...F,...F*...) 

+ ©(...n...F,...) + Ö(...F*...F»...); 

labt man hier auf der rechten Seite diejenigen Funktionen fort, welche 
verschwinden, so ergibt sich 

«(...F,...F»...)--®(...F*...F,...), 

und da sich die Funktion in Bezug auf ihre Zeilen ganz ebenso 
verhalt, wie in Bezug auf ihre Kolonnen, so ist auch 

ö( • • . Si . . . Si ...)"» — Ö(, . . Si . • . Mi • . .). 

Die Funktion ändert nur ihr Vorzeichen, wenn man 
die entsprechenden Elemente zweier beliebigen Parallelreihen 
(Zeilen oder Kolonnen) vertauscht 
Da die Funktion homogen und linear *in Bezug auf die Ele- 
mente einer beliebigen Zeile ist, so ergibt sich, wenn man die 
Elemente Un, ...Uin der «^ Zeile bezw. ersetzt durch tun, . ,.tUinf offen- 
bar die Gleichung 



^hun...tUiny 



-' t 0(Uii, . . . Uin)f 

oder kürzer 

Ö(...<fl;...) = <Ö(...-Hi...) 

und aus demselben Ghrunde folgt 

©(...<F<...) = <Ö(...F,...). 

Die Funktion wird mit einer GhrSJse t multipliziert, 

wenn man alle Elemente einer Reihe (Zeile oder Kolonne) 

mit t multipliziert. 

Addieren wir zu den Elementen einer beliebigen Zeile Hi das 

<-fache der entsprechenden Elemente einer anderen Zeile Ht, d.h. 

büdeuwir e(...H, + tH,...), 

80 ergibt sich fOr dieses System 

e{...Hi + tHt...Ht...)='9{...E,...Hi...) + e{...tHi...Hi...) 

s^ ö (. . • Si , • . Sk ...)"}- ^ ö(. . • Si . • . Si . • .) 

»> 9 (. . . Si . • . Si • • .) 
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und ganz ebenso folgt 

©(. .. F< +< F* ...) = «(... F< . . .). 

Die Funktion & bleibt also ungeandert, wenn man zu 
den Elementen einer Reihe ein und dasselbe YielfEU^he der 
Elemente einer Parallelreihe addiert 

§8. 

Ebenso wie in dem speziellen Falle der Systeme dritter Ordnung^ 
besteht auch für die hier betrachtete Funktion von n' Elementen 
0{Uffh) 6U1 Multiplikationstheorem, durch welches der Wert dieser 
Funktion für ein sogenanntes ,, komponiertes '^ System von Elementen 
angegeben wird. 

Ehe wir zum Beweise dieses Fundamentalsatzes übergehen, wollen 
wir zunächst den Begriff der Komposition für zwei Systeme von je 
n' Elementen kurz erörtern. 

Sind zwei Systeme von je n' Elementen gegeben 



«^11 ; «^12;/ 


. . Wm 




'^llf %S7- 


"Um 


fCn, «^M, . 


. .«^Jn 


und 


%; «M» • 


.U2n 


. t^nl} f^nit • 


'-fCnn 




Uni, Uni, ' 


'Unn 



oder kürzer geschrieben 

{tOffk) und (uHi) (p,A,<-i,j,...ii), 

so wollen wir genau ebenso wie in den speziellen Fällen der Systeme 
von 4, 9 und 16 Elementen das System 

betrachten, dessen Elemente aus jenen beiden dadurch herrorgehen, 
daJjs man die Elemente je einer Zeile von (tOgh) mit den entsprechenden 
Elementen je einer Kolonne von (u^i) multipliziert und die so ent- 
stehenden n Produkte addiert Es sind also die einzelnen Elemente Ugi 
gegeben durch die Gleichungen 

Ugi = WglUli + Wg%Uti H h WgnUni (j^, < - 1, J, . . . ü), 

oder kürzer 

(1) Ugi^^tOgnUHi (p.< = l,J,...n). 

Das so entstehende System wollen wir das aus (Wgk) und (Uki) 
(in dieser Reihenfolge) komponierte System nennen, und diese 
Beziehung durch die Gleichung ausdrücken 

(2) («'.»)K)-(f7.0- 
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Bezeichnet man zur Abkürzung mit H^, , , . Hn die Horizontal- 
reihen von (tOgh), niit F/, F,, . . . FJ die Vertikalreihen des zweiten 
Systems {um), so kann das komponierte System auch in diesem all- 
gemeinen Falle kurz durch 

( ü,t) = (ir,F/) = ^* ^^' ^K--^ Vn 

bezeichnet werden, wenn unter H^Vt die Summe 

d. L die Summe der Produkte der entsprechenden Elemente von Hg 
und Vi verstanden wird. 

Aus der Kompositionsvorschrift für die beiden Systeme geht 
unmittelbar hervor, daCs ein Element Ugi nur aus den Elementen der 
Zeile Hg des ersten und den Elementen der Kolonne F/ des zweiten 
Systemes besteht, dals also etwa in der g^^ Zeile von (Ugk) nur die- 
jenigen Elemente von (u?gk) vorkommen, welche dort ebenfalls in der 
Zeile Hg stehen. 

Wir werden gleich zeigen, daCs gerade diese und nur diese Art 
der Komposition der Systeme in der Theorie der linearen Gleichungen 
von grundlegender Bedeutung ist. 

Zunächst soll aber noch eine Erweiterung des Begriffes der Kom- 
position gegeben werden, welche im folgenden gebraucht wird. Kom- 
poniert man nämlich genau in der soeben angegebenen Weise das vorige 
System (tCgh) mit dem rechteckigen Systeme 

(2a) Ko, uu, . . . UHn) - (u*o (''iZoil:::.:)^ 

welches aulser den Kolonnen F/ . . . F' noch die Kolonne FJ enthalt, 
80 erhält man als Kompositionsresultat wieder eine rechteckige Matrix 

(u,,)^iH,ri) (Ho.!!;::::) 

von n Zeilen und (n -f 1) Kolonnen, wo auch jetzt 

Ugk =• iVglUik-i h iVgnUnk = HgVi, 

oder einfEU^er 

D.»=2'«',»«« (Jictl:::::) 

ist Auch diese Matrix wollen wir als das Resultat der Komposition 
von (fVgk) und der Matrix (Ugt) in (2a) betrachten und ihren Zu- 
sammenhang mit jenen beiden Systemen ebenfalls durch die Gleichung 
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(2b) K»)K.)-(D..) ("'iZo.lt'.O 

charakterisieren. 

Wir gehen nun aus von dem Gleiehungssysteme 

dessen einzige Lösung fOr unbestimmte u^a wir in der Form schreiben 

konnten 

(3a) -r, = _.|^ (»-i.......). 

Leiten wir nun ans (3) ein nenes Gleichnngssystem 



(4) 

oder einfacher 






ab, so erkennt man ohne weiteres, daCs diese Gleichungen durch die 
soeben angegebene Losung (3 a) des Gleichungssystemes /*< » befriedigt 
werden. Bedeuten aber die Elemente (iJOgk) unbestimmte Variable, so be- 
sitzt das zweite System auch nur diese Losung, da die n homogenen 
linearen Funktionen (4) von f^j . . . fn luich dem EoroUar am Schlüsse 
des § 2 nur dann sämtlich verschwinden können, wenn fi, . > .fn selbst 
gleich Null sind. Es besitzen also die n Gleichungen fi^O und die 
anderen JP^bO dieselbe Lösung; sie sind demnach absolut äquivalent. 
Ordnet man nun diese n Funktionen F^y ... JP« in (4) nach a;^, . . . o^ 
und ist dann 

(4a) j;= ü,o+^ü,,Xi^O, 

i 

so erkennt man ohne weiteres, daJs das neue Koeffizientensystem 

(p.*) (iZoi::.:) 

ans dem arsprfinglichen 

(»»») Cio^i::::) 

dadurch hervorgeht, dafs man es vom mit dem quadratischen Systeme 

(fVkg) (p.A-l,J,...ll) 

komponiert; d. h. es besteht die Eompositionsgleichung 

K»)(«»»)=(oi*) ("Iictv::-)- 



§ 8. Erster Beweis des Mnltiplikationstheoremes. 
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Lost man irnn das Gleichimgssystem (4a) direkt anf^ so ergibt 
sich die LSsimg ans der in (3a) gefundenen dadurch, daCs man die 
Elemente u^t ersetzt durch die entsprechenden ügk} d. h. man erhalt nun 



Xk-^ — 



(A = l.f,...n); 



und da diese Werte von x^, . . .Xn mit den in (3a) gefundenen überein- 
stimmen müssen, so erhalt man die Identität 

und hieraus folgt die Proportion 

e(ü) _ e,(ü) _ _ en(ü) 






(A=il,J,...n), 



(5) 



In diesem Ausdrucke enthalt der erste Quotient kein Element 
UiQ, Uso; • • • ^no der Kolonne Fq, denn der Nenner desselben enthalt nur 
die Elemente (Uki, u^s, ... u^n), der Zahler nur ({7m, Ukif ... I/ftn); und 
da die Elemente u^o nur in den üko auftreten, so kommen sie in diesem 
ersten Quotienten nicht vor. 

Ebenso zeigt man, daCs der zweite Quotient von den in V^ befind- 
lichen Elementen (u^i) nicht abhangig ist u.s.w., und hieraus folgt, 
dals der gemeinsame Wert dieser (n-fl) Quotienten von den Ele- 
menten des ganzen Systemes (Ugt) nicht abhangt Zur Ermittelung 
des Wertes von e(t7,,) 

kann man also für das System (u^t) irgend ein spezielles annehmen. 
Es ist nun (Ugi) das aus (tVgh) und (ukk) komponierte System, d.h. 
es ist 



(6) 



iC^ 



11; ^129 



fVin 



WnU «^»f; ••• ^nn 



Wt 



Wir 



, Wnl; t*»2; ... ^n 



(U, 



11» 



Uu 



UnU.^.Un 



Wählt man nun für das System (u^i . . .u^n) speziell das oben 
(S. 280) angeführte Einheitssystem E und beachtet, dals dann 

fl, 0,...0) 
0, 1,...0 



(7) 



W^ 



llf 



'fCnl 



^fVnlf*U?nn, 



10, 0, ...Ij 



U?^ 



117 



Wli 



(iVnU 



Wn 



d.h., dals dann {Ugk) » iy^gh) wird, so folgt aus der obigen Bemerkung, 
dalB der Wert von e(t7,.) e(«r,.) 

■wird. *('^*> " ®^^ 
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In dieser Gleichung sind nun nach der allgemeinen YoratuMetzang 
9(u,a) und &(fVgk) nicht identisch Nnll, es kann daher auch nicht 
S(E) gleich Nnll sein. Aus der hieraus sich ergebenden Gleichung 

(8) 0(^7,0 •®(JS0 = Ö(w,a)Ö(u;^O 

folgt nun weiter, daJs die ganze nicht verschwindende Zahl B{E) 
gleich ± 1 sein muiÜs; denn hätte 0(E) einen Ton 1 verschiedenen 
Primfiaktor, so würde dieser in @{u) oder 0(fv) enthalten sein, und 
das stände mit dem oben gefundenen Resultat im Widerspruch, dab 
die Funktion keine ZaMenfaktoren enthalt Es ist also &(E) «■ ± 1; 
und da das Vorzeichen von bis jetzt noch willkürlich war, so wollen 
wir dasselbe jetzt ein für alle Male so gewählt annehmen, dab 

a, 0, 0,...0' 
0, 1, 0, ...0 
0, 0, 1, ...0 



(9) @{E) = 9 



+ 1 



0, 0, 0, ...1 

ist Da nun das System {Ukif . . • Uhn) aus den beiden (tCku . . . tOkn) 
und (uki, . . . Ukn) komponiert ist, so ergibt sich also aus (8) die folgende 
wichtige Gleichung 

(10) ®[Ka)K*)] = ®(«^pO®K*) (^,*=i,t....«). 

d. h. die Funktion von einem komponierten Elementarsysteme ist 
gleich dem Produkte der 9 -Funktionen von ihren Komponenten. 

An dieser Stelle mag auch bemerkt werden, daJs durch die 
Gleichung (9) der auf S. 280 anticipierte Nachweis erbracht ist, dab 
0(E) notwendig von Null verschieden ist 

§9. 

Das im vorigen Abschnitte bewiesene Multiplikationstheorem für 
erhält man auch, wenn man, anstatt das Gleichungssystem 

(1) fk^UHO+^UuXi^O 

i 
durch ein äquivalentes zu ersetzen, an Stelle der n Unbekannten 
Xi, . . .Xn n andere li, . . . 1» einführt, welche mit jenen durch die 
linearen Gleichungen 

(2) x,^^vai, 

k 

zusammenhängen, wo die n' Eoefüzienten des Substitutionssystemes 
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(3) (fa) 

unbestimmte Grolsen bedeuten. Setzt man nämlich die Werte für 
Xi, . . . Xn in die Gleichungen (1) ein und ordnet diese dann nach den 
neuen unbekannten l^^ ... In; so erhält man n Gleichungen für sie, 
welche folgendermalsen geschrieben werden können 

(4) q>k - U,o +^^UuVikik^UHO+^rHMik = 0. 

i k k 

In ihnen bleiben die n konstanten Glieder dieselben wie vorher, 
während die n' Koeffizienten Vhk durch die Gleichungen bestimmt sind 

n 
Vkk ^^UuVjk (A, * =: 1, 2, . . . n)j 

< = 1 

diese zeigen, dals das System (Vhk) aus den beiden (Uki) und (r^) 
durch Komposition entsteht, d. h. dals 

(5) (Mhd(Vik) = (Vkk) (A,^,* = l,l,...n) 

ist. 

Die Gleichungen (4) für li, . . . In besitzen nun eine und nur eine 
Losung; denn aus (2) ergibt sich, daCs, solange das Koeffizienten- 
system {Vki) lauter unbestimmte Grolsen enthalt, dem einen Losungs- 
system Xi, . . .Xn der Gleichungen (1) eines und nur eines für |^, . . . |„ 
entspricht. Löst man nun die Gleichungen (4) für diese unbekannten 
direkt auf, so können nach unserem allgemeinen Satze die Werte der 
Unbekannten in der Form geschrieben werden 

\y) «X =» — Q^Vhk) (x = l,l,...n), 

WO also der gemeinsame Nenner die 9-Funktion des Systems (F^a) 
in (5) bedeutet. 

Setzt man nun diese Werte in die Gleichungen (2) ein und ersetzt 
zugleich die Unbekannten Xt durch ihre Werte 

so ergibt sich die Identität 

^^ '^^i^kk)^ ^(^**) ' 

Da nun die linke Seite dieser Gleichung den Wert der Un- 
bekannten Xi in der reduzierten Form gibt, so muls der Nenner der 
rechten Seite 0{V) durch @(u) teilbar sein, d.h. es mufs eine 
Gleichung von der folgenden Form bestehen 

Kroneoker, D«tenninuit«n. ]^9 
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oder mit Berücksichtigong von (5) 

(8) e[(uu) (Vijt)] = e(u,i) . ö(tt*, , va), 

wo G eine noch unbekannte ganze ganzzahlige Funktion ihrer Argu- 
mente ist. 

Nun ist aber 9(Ukk) eine ganze homogene Funktion der Grofsen 
(Uhk) von der n*^ Dimension; dasselbe gilt von Ö(Faa) in Bezug auf 
die Elemente (Vhk), ^i^d da jedes derselben homogen und linear ist in 
den Elementen des Systemes (u^i), so folgt daraus, dals die beiden 
ganzen Funktionen 0(V) und 0(u) die Elemente (ua^) in derselben, 
nämlich der n^^ Dimension enthalten. Daher kann die ganze 
Funktion G die Grölsen (u^jt) gar nicht enthalten; sie ist also allein 
von den Elementen v^k abhängig. 

Um den noch unbekannten Faktor G zu* finden, können wir also 
an Stelle des Systemes (ugi) ein ganz beliebiges spezielles, z. B. das 
Einheitssystem, wählen. Tun wir dieses und beachten wieder, dals 

wird, so geht unsere Gleichung (8) über in 

e(va) - 9{E) . G(va)^ 

Auch aus dieser Gleichung ergibt sich, dals B(E) eine von Null 
verschiedene ganze Zahl sein muTs, welche keinen Primteiler enthalt, 
dafs also 9{E) gleich ± 1 ist. Setzen wir also nach der oben gemachten 
Bestimmung 

e^E) = + 1, 

und aus der Gleichung (8) ergibt sich, wie oben, der Multiplikationssatz 

(9) &[(uu)M] = e(uu) • e{vn). 

Das hier gefundene Multiplikationstheorem (9) bildet die Ghrund- 
lage fQr alle Untersuchungen über die Funktionen &(Uki) der n' Ele- 
mente (Uki), oder, was dasselbe ist, über die Determinanten n^^ Ord- 
nung. Wir werden nämlich zeigen, dals sich alle Eigenschaften der 
Funktion 0, auch die vorher direkt hergeleiteten, als sehr einfache 
Korollare aus diesem Satze ergeben. Vorher soll aber die Funktion 
auf Grund ihrer jetzt gefundenen Eigenschaften explicite dargestellt 
und nachgewiesen werden, dals durch sie in der Tat ein System 
von n Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten gelöst wird. 



Siebzelmte Vorlesimg. 

Darstellung der Determinante mit Hilfe ihrer drei charakteristiBclien EigenBchaften. 
— Beweis, dafs n lineare Gleichungen mit n Unbekannten stets eine Lösung 
besitzen. — Die verschiedenen Darstellungen der Vorzeichen e^ ,^ ^ . — Die 

Cauc^sche Determinante. 

§1. 

Die bis jetzt hergeleiteten Eigenschaften der Funktion genügen 
vollständig, nm dieselbe explicite hinzuschreiben nnd um den Nachweis 
zn fähren, dals in der Tat jedes System von n linearen Gleichungen 
für ebensoTiele unbekannte mit unbestimmten Koeffizienten stets eine 
Losung besitzt. 

Wir hatten gefunden, dafs, falls n solche Gleichungen 

(1) fg-^UgO + ^UgnXH^O (y «1,8,...,.) 

durch Grofsen des Bationalitatsbereiches der Koeffizienten lösbar sind, 
der gemeinsame Nenner 0(ugh) eine ganze ganzzahlige Funktion der 
n' Elemente des Systemes 



(2) (u,0 



Wnl> Wnl, • .Wim 



sein wird, welche jene ganze Reihe von Eigenschaften besitzen mufs, 
die in der voraufgehenden Vorlesung angegeben worden sind. Von 
ihnen woUen wir hier nur drei hervorheben, durch welche die 
Funktion 9 eindeutig bestimmt ist, und mit deren Hilfe sie leicht 
dargesteUt werden kann. 

Dieselben sind in dem folgenden Ausspruche zusammengefalst: 

Die Funktion 0(ugk) Totmls eine ganze ganzzahlige Funktion 
der n' Groisen (ugk) sein, welche die folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist homogen und linear in den Elementen einer jeden 
Horizontalreihe des Systemes; 

2. sie ändert nur ihr Zeichen, wenn man zwei Zeilen mit- 
einander vertauscht; 

19* 
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3. es ist 0(E)^1, wenn mit E das Einheitssystem be- 
zeichnet wird. 
Da die Funktion @{Ugh) eine ganze ganzzahlige Funktion d^r 
n' Elemente des Systemes ist, so ist sie eine Snmme von lauter Pro- 
dukten von Potenzen jener n' Elemente mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Weil aber & eine homogene lineare Funktion zunächst der Elemente 

tili, Wi,, ...Uin 

der ersten Zeile des Systemes (u,a) ist, so enthalt jedes dieser Pro- 
dukte ein und nur ein Element tiiA^ "^on E^ und da dasselbe auch in 
Bezug auf alle übrigen Zeilen gilt, so muTs 9 die Form haben 

n n n 

(3) e{u,f) ^^^' ' '^^h,H,...H^Uu,thk,'> . Unk^, 

wo jetzt nur noch die Koeffizienten «*»*,...*„ zu bestimmen sind. 

Um diese Gfröfsen zu finden, vertauschen wir in dem Elementen- 
system {Ugh) in (2) die erste und zweite Horizontalreihe, und beachten, 
dals dabei &{Ugk) nur sein Vorzeichen ändert. Dann folgt aus (3) 

n 
— ®Ka) =^«AiA,... A„ W«*i WlA, Wsä, . . . Unk^, 

oder wenn wir die Summationsbuchstaben ^i und %, miteinander ver- 
tauschen, wodurch ja allein ihr Name geändert wird, so erhalt man 
die zweite Darstellung von 

(3a) + ©Ka) = — I€MiA,...Ä;,«*1Ai«*«A, . . . Wn»^. 

Durch Subtraktion dieses letzten Wertes von von dem in (3) 
angegebenen erhält man die folgende Identität, welche ffir variable 
Werte der n' Elemente (u^a) erfüllt sein muTs 

Da hier alle Koeffizienten gleich Null sein müssen, so er- 
gibt sich 

(4) «*i *.*.... An "^""^Mi*.... An fOr Äi ^ Ä, 
(4a) «A,A,A....A„ = 0. 

Genau ebenso folgen aber, wenn man die Elemente zweier be- 
liebiger Zeilen Ha nnd H^ vertauscht, die Gleichungen 

«...Atf...AÄ... = — «...A^...Aa... 

und speziell 

«...A«...A«... = 0. 
• • • "a • • • "a • • • 
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Demnach sind alle Koeffizienten ^a^...«^ gleich Nnll^ in welchen zwei 
Indizes ha einander gleich sind^ wo also in dem zugehörigen Produkte 
WiAj . . . Uaha ' * ' **/**a * * ' ^^®^ Elemente in einer und derselben Kolonne V/,^ 
stehen. Es sind daher nur diejenigen Koeffizienten 

nicht gleich Null^ in welchen die n Indizes h^, . . .hn alle voneinander 
verschieden sind; und da dieselben nur die Werte 1^ 2, . . .n durch- 
laufen^ so können nur diejenigen n\ Koeffizienten Si^^...kn ^^^^^ ^^^' 
treten, in welchen die Indizes {h^, h^f - »hn) einer Permutation der 
n Zahlen (1,2, .. .n) entsprechen. 

Aus (4) folgt nun weiter , dafs diese nl ganzzahligen Koeffizienten 
ihren absoluten Werten nach gleich sein müssen, sich also höchstens 
durch ihr Vorzeichen unterscheiden können, weil man ja jede Per- 
mutation \,h^, . . .hn aus 1, 2, ... n durch successive Permutationen 
von je zwe» Elementen erhalten kann. 

Der absolute Wert dieser Koeffizienten bestimmt sich nun leicht 
aus der dritten Eigenschaft der 9 -Funktion. Hierzu beachten wir, dab 
die Entwicklung von folgendermaCsen anfangt 

setzen wir nun (unk) = (E), d. h. 

tij^ == W22 = • • • = Wn„ = 1, tta -=» «^ *) 

und berücksichtigen, daCs dann @(E)^ + 1 werden soll, so folgt 

(5) «i,...«- + i; 

die übrigen Koeffizienten ««....a^ müssen also nach (4) samtlich die 
Werte ± 1 oder Null haben. 

Hiemach sind die Koeffizienten €aiA,...a„ durch die folgenden beiden 
Eigenschaften bestimmt: 

1. «ÄiA,...A^ ändert nur sein Vorzeichen, wenn man zwei seiner 
Indizes vertauscht; es verschwindet also, wenn irgend zwei 
seiner Indizes einander gleich sind. 

Ist es möglich, die Ghrölsen s so zu bestimmen, so existiert eine 
Funktion B(Ugh) von n' Elementen, welche die oben angegebenen drei 
Eigenschaften besitzt, im anderen Falle nicht. 

Wir beweisen nun sehr leicht, daHs es stets möglich ist, die 
Gfröisen Si^h^...h^ diesen beiden Bedingungen gemals zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir für den Augenblick h^, ...hn als n Ver- 
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änderliche an und suchen eine ganze Funktion OQ^^h^,. . .K) von 
hl, . . .hn 80 zu bestimmen^ dalis sie verschwindet, sobald zwei der 
Variablen ha und hß einander gleich werden. Betrachtet man O zunächst 
als Funktion von hn allein, so mulÜs sie für hn^^h^, . . .hn^hn^i 
verschwinden, also durch die n — 1 Linearfaktoren 

teilbar sein; demnach ist 

G(h, ... An) - (Ä« - K-i) ...(hn-h) a^ih, . . . hn), 

WO O^ eine neue ganze Funktion von \,h^, ...hn bedeutet. 

Da die Funktion O, also auch G^, als Funktion von hn^i betrachtet, 
verschwinden mufs, sobald ä„_i einen der Werte h^, h^, . . . h„^t 
annimmt, so enthält O weiter das Produkt 

(Än-l — Äi) . . . (Än-1 — Än_2). 

Fährt man in derselben Weise fort, so ergibt sich für G{hi,h^, ...hn) 
die folgende Darstellung 

(6) G(h, Ä,, . . . hn) ^YI(h, - h) • S(Ai, Ä,, • . . An), 

WO S eine noch zu bestimmende ganze Funktion von hi,h^, ...hn ist. 
Nun kaon man zeigen, dals das Produkt 

n(Ä,-Ä*)-[/4,A„...A„] 9>k 

auch die weitere Eigenschaft hat, dals es sein Zeichen ändert, sobald 
zwei der Variablen ha und hß miteinander vertauscht werden. Jene 
Funktion ist nämlich, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Produkte 
aller Differenzen der n Gfrofsen h^,.. .hn jede ein Mal genommen. Es 
besteht also die Gleichung 

[...ha..Jlß...]^B(ha-hß)']J[(ha--hr)Q^ß^hr)yYJ{hr-h.), 

WO B einen der Werte ± 1 hat, und wo jedesmal r und s unabhängig 
voneinander alle von a und ß verschiedenen Zahlen der Reihe 
1, 2, ... n durchlaufen. Vertauscht man nun ha mit hß, so ändert die 
erste Differenz ihr Zeichen, in dem folgenden Produkte vertauschen sich 
nur die Faktoren (ha — K) und (hß — hr), während das letzte ungeändert 
bleibt. Es ändert also das in (5) stehende Produkt bei der Ver- 
tauschung zweier beliebigen Variablen ha und hß nur sein Vorzeichen. 
Daher mufs die Funktion S{hi, . . .hn) in (5) bei jeder derartigen Ver- 
tauschung ungeändert bleiben; sie ist also eine sogenannte symme- 
trische Funktion der n Gröisen A^, h^, ...hn. 
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Setzt man also jetzt wieder für die Variablen (h^fh^f-K) irgend 
eine Permutation der n Zahlen 1, 2 . . .n, so folgt aus dieser Eigen- 
schaft von S(hi, h^, ... An); dals 

S(Ä„ A„...Ä,)=. 5(1,2,. ..n) = 
ist, und die Gleichung (5) geht also über in 

ö(Ai, . . . Ä„) = C. n(Ä^ - h) (9> k). 

Ersetzt man endlich hier die Permutation {hi,h^y ..,hn) durch (1,2,... n), 
setzt man also hi^i und beachtet, daCs alsdann (7(1, 2, . . . n) » 1 
werden soll, so ergibt sich schlieislich 

und wir erhalten so die folgende Darstellung für «^,«,...4^ 

(6) **•*••• *.=jg(^^) (..-M....-). 

Da diese Zahlen den für £a,a,...a„ aufgestellten notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen 1 und 2 genügen, so besitzt die aus 
ihnen gebildete ganze ganzzahlige Funktion 

die drei oben geforderten Eigenschaften, nämlich 

1. sie ist linear und homogen ffir die Elemente jeder Zeile 
von (u^a); 

2. sie ändert ihr Zeichen bei Yertauschung zweier Zeilen; 

3. sie reduziert sich auf 1, sobald (u^a) gleich dem Einheits- 
systeme E angenommen wird. 

Die auf diese Weise bestimmte Funktion (7), welche also die soeben 
angegebenen für B(ugh) notwendigen Eigenschaften besitzt, soll nun 
die Determinante der n' Elemente (u^a) genannt und durch 

I ^9h I 

oder ausgeschrieben durch 

W,i, tt,„ ...Uin 
^21 > %1> • • • ^« 



bezeichnet werden. 



Wnl> Wul; • . • W«n 
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§2. 

Bei der üntersnchnng der Systeme yon n linearen Gleichungen 
mit ebensovielen unbekannten waren wir yon der grundlegenden Yorans- 
setznng ausgegangen^ dafs denselben durch rationale Funktionen der 
Gleichungskoef&zienten genügt werden könne. Die genauere Unter- 
suchung der Form jener Lösungen hatte nun im Yorigen Abschnitte 
zu YöUig bestimmten ganzen ganzzahligen Funktionen der Koeffizienten 
gef&hrt; welche wir Determinanten nannten und die wir ausgehend 
Yon ihren auf S. 291 angegebenen charakteristischen Eigenschaften ex- 
plicite darzustellen imstande waren. 

Wir wollen nun unter Benutzung jener drei charakteristischen 
Eigenschaften der Determinanten den Nachweis führen, dab in der 
Tat jedes System 



(1) 



/l = t**o+ WäI a^i H h Ukn Xn= 



Yon n linearen Gleichungen mit ebensoyielen unbekannten für un- 
bestimmte Werte der Koeffizienten durch rationale Funktionen der- 
selben befriedigt werden kann; wir wollen jetzt also die Richtigkeit 
der Voraussetzung beweisen, welche wir unserer ganzen Untersuchung 
zu Grunde legten. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir diejenige Determinante der 
(n + 1)*«^ Ordnung 



(2) 



ü- 






= |tia| 



«.»-.0.1,...n), 



deren Elementensystem aus dem Koeffizientensystem der Gleichungen (1) 
durch Hinzufügung einer ersten Zeile H^ mit den (n + 1) Elementen 



**oo; **oi> 



tioi. 



Yon unbestimmten herYorgeht. Aus den Resultaten des letzten Ab- 
schnittes geht herYor, dals dieselbe stets explicite hingeschrieben werden 
kann. Nach der ersten auf S. 295 angegebenen Fundamentaleigenschaft 
ist diese Determinante eine ganze ganzzahlige Funktion der (n -f 1)' 
Elemente (tia); welche homogen und linear ist in den Elementen 
^oo; %; • • • ^n; d. h. es besteht eine Gleichung 

(3) D'=Woof7o+Woi üi + ---+UOn Vn, 

in der die Koeffizienten 
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Do, U„... Un 

ganze ganzzahlige Funktionen der n (» + 1) Elemente der Matrix 



(4) 



WnO,W„i, .. .Mn«/ 



sind. Die Funkidon Üq, welche den Koeffizienten yon u^^ bildet , ist 
nicht identisch Null; denn wäre dies der Fall, so würde die Deter- 
minante ja von Uqq ganz unabhängig sein, während ihre Entwicke- 
Inng doch nach der der dritten Eigenschaft mit dem Diagonalgliede 

anfangt 

Nach der zweiten Fundamentaleigenschaft verschwindet die Deter- 
minante \uik\ identisch, sobald fOr die Elemente der ersten Zeile H^ 
die entsprechenden Elemente irgend einer anderen Zeile J9^ gesetzt 
werden. Setzt man also in der Gleichung (3) allgemein H^ =» Hi, oder 

WOib = w.* (* = 0,1,...«), 

so erhält man die folgenden n Identitäten 

UkO Uo+UklU^ + '"+ U„n Un=0 (A = l. J....«) 

oder, wenn man durch die nicht yerschwindende Grölse Uq dividiert, 

so ergibt sich 

(5) tiAo+üAi §'- + •••+ Mä„^ = (*-l,t,...«). 

Diese Identitäten lehren, dals die Gleichungen /^ = in (1) be- 
friedigt werden, wenn man fOr die n unbekannten x^y ...Xn die folgen- 
den rationalen Funktionen der Grofsen ti^ mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten setzt 77 rr 77 

t/| t/j Un 

und damit ist die von uns zu Ghnnde gelegte Voraussetzung voll- 
ständig bewiesen. 

In der sechzehnten Vorlesung war nun gezeigt worden, dals, falls 
das Gleichungssystem (1) eine rationale Lösung besitzt, der gemein- 
same Nenner der unbekannten rc^, ... x« in der reduzierten Form eine 
ganze Reihe von Eigenschafben besitzt, welche am angeftLhrten Orte 
mit Leichtigkeit abgeleitet werden konnten. 

Im § 1 dieser Vorlesung hatten wir dann gesehen, dals, falls 
jener Nenner überhaupt existiert^ er mit der Determinante 
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(6) 



|m^*| = 



tili, Mjj, .. 


.Wi 


tt,i, U„, .. 


.U, 


Wnl, Wn2, • 


.w„ 



(;r,A = l,J,...if) 



der n^ Gleichimgskoe£ßzienten übereinstimmen maus, welche wir in 
der Form 

(6a) 2II-l^''^'^^^'"^^'n 

explicite darstellen können. 

Da wir jetzt nachgewiesen haben, dals das Gleichungssjstem (1) 
wirklich eine rationale Losung besitzt, so folgt endlich, daCs der ge- 
meinsame Nenner der unbekannten x^, ...a;„ die Determinante Iti^^j 
ist, nnd dafs diese alle diejenigen Eigenschaften besitzt, welche wir in 
der vorigen Vorlesung fOr die Funktion 0(Ugf^) bewiesen hatten. 

Wir wollen nunmehr diese früher gefundenen Eigenschaften der 
Determinante hier noch einmal kurz zusammenstellen. 

Die in (6) gebildete Determinante { Ug^ \ aus den n' Elementen des 
Systems (ugn) ist eine ganze ganzzahlige Funktion derselben, welche die 
folgenden Eigenschafben hat: 

1. Sie ist homogen und linear in den Elementen jeder Reihe (Zeile 
oder Kolonne). 

2. Sie ändert nur ihr Vorzeichen, wenn man die entsprechenden 
Elemente zweier Parallelreihen (J9^ und Hk oder Vi und Vk) mit- 
einander vertauscht. 

2a. Hieraus folgt, dals die Determinante identisch verschwindet, so- 
bald die entsprechenden Elemente zweier Parallelreihen beziehlich 
gleich sind, d.h. sobald -Hi= -H* bezw. Ff = F* ist, oder also wenn 



ist. 



Uir^Ukr, bezw. Uri=^ Urk 



(r = l,«,...n) 



3. Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man zu den Elementen 
einer Reihe ein und dasselbe Vielfache der entsprechenden Ele- 
mente einer Parallelreihe addiert, d. h. es ist z. B. f^r die Zeilen 

4. Die Determinante wird mit einer Eonstanten multipliziert, wenn 
man alle Elemente einer beliebigen Reihe (Zeile oder Kolonne) 
mit derselben multipliziert. 

5. Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man ihre Zeilen mit 
ihren Kolonnen vertauscht. 
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6. Ist 

A = l 

hängt also das System {Ugk) mit den Systemen {ug^ und iyJhk) 
durch die Eompositionsgleichung {JJgi)^{ugi){Wkk) zusammen, 
so ist die Determinante des komponierten Sjstemes dem Pro- 
dukte der Determinanten beider Komponenten gleich, d.h. es ist 

oder auch 

I i 

7. Die Determinante | u^ | hat den Wert 

8. Die Determinante des Einheitssjstemes hat den Wert + 1. 

§3. 
In den Gleichungen 

(1) I W<* I = ^Sh,,h^...h^ Uu^Ufk, . . . U»Ä„ 

(2) «Ai.*.,..*n=ii \fer/ a^.* = l.l,...n) 

besitzen wir eine von jeder Symbolik freie Darstellung einer Deter- 
minante. Wir haben einfach in dem Anfangsgliede derselben iiiiUf^-'^n 
die zweiten Indizes auf alle möglichen Weisen zu permutieren und einem 
jeden der n! so sich ergebenden Produkte Uia^ titA, • • • Unh^ das durch 
(2) bestimmte positive oder negative Vorzeichen zu geben. 

Da es in dem Produkte (2) für «Ai,ä„...a„ nur auf das Vorzeichen 
der einzelnen Faktoren ankommt, und da die im Nenner stehenden 
Differenzen {ff — Je) alle positiv sind, so kann man dasselbe folgender- 
maCsen wesentlich einfacher schreiben. Ist a eine beliebige reelle Zahl, 
so wollen wir 

i(o) = -fl, —1 oder =-0 



setzen, je nachdem a positiv, negativ oder Null ist Dann ergibt sich 
f&r unser Vorzeichen das Produkt 

(2a) ^Kk^-.k^^YJ ^ff^iK-^k)] 

9>k 
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und hier branchen wir den Fall hg=hk nicht auBzuschlielBeny da bei 
dieser Festsetzung das zugehörige «Ax,...«» ^^^'^^ ^^^ selbst gleich 
Null wird. 

So hat z. B. in der Determinante fünfter Ordnung das Glied 
^i5^8%9^4i%4 ^ negative Vorzeichen, weil das der Permutation 
(Äi, Äg, Äj, A4, Äj) =» (5, 3, 2, 1, 4) entsprechende Produkt 

(4_i)(4-2)(4-3)(4-5) 

(l-2)(l-3)(l-5) 

(2-3)(2-5) 

(3-5) 
sieben negative Faktoren enthält. 

Aber schon aus diesem Beispiele erkennt man, dab die Bestim- 
mung der n! Vorzeichen «äx, *»,...*„ »^ diesem Wege höchst unbequem 
sein würde. Wir wollen daher aus der Darstellung (2) jenes Vor- 
zeichens zunächst einfachere Bestimmungen für dasselbe herleiten. 

Das Produkt «Ai,a^...ä„ in (2) enthält so viele negative Faktoren 
(hg—hk) als in der Permutation (^, ^,...%n) ein früher stehendes 
Element hk gröüser ist als ein später stehendes hg, d. h. es enthält so 
oft einen negativen Faktor, als in jener Permutation ein grölseres Ele- 
ment vor einem kleineren steht. Wir wollen eine solche Vertauschung der 
natürlichen Folge bei zwei Ghrölsen hg und hk eine Inversion nennen 
und sagen, eine Permutation (h^, h^, ,.. %„) besitzt [i Inversionen, wenn 
fi Paare Qik, hg) in Inversion stehen. Dann gilt also der Satz: 

Das Vorzeichen des Elementes Uiä^ thh^ - • . w«a^ ist + 1 
oder — 1, je nachdem die zugehörige Permutation (h^,h^, ...h^) 
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Inversionen enthalt. 

Da abo die oben betrachtete Permutation (5, 3, 2, 1, 4) 4 + 2 -f 1 = 7 
Inversionen enthält, so hat das zugehörige Glied das negative Zeichen; 
ebenso hat das zu der Permutation (2, 9, 3, 8, 7, 4, 1, 5, 6) gehörige 
Element der Determinante neunter Ordnung das negative Vorzeichen, 
weil sie 1 + 7 + 1 + 5 + 4-1-1== 19 Inversionen enthält 

Aus dieser Tatsache in Verbindung mit den im vorigen Para- 
graphen abgeleiteten Eigenschaften der Funktion £a,,...a„ können wir 
nun ein merkwürdiges Resultat herleiten. Wir hatten gesehen, dalii 
die Funktion «...a^...*^... ihr Vorzeichen ändert, wenn man zwei beliebige 
Elemente ha und h^ miteinander vertauscht. Nach dem soeben ge- 
fundenen Resultate wechselt dieselbe Funktion aber das Vorzeichen, 
wenn sich bei jener Vertauschung die Anzahl der Inversionen um eine 
ungerade Zahl ändert. Ako ergibt sich der Satz: 
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Yertanscht man in einer Permntation (h^, \,...hn) zwei 

beliebige Elemente ha und h^ miteinander^ so ändert sich die 

Anzahl ihrer Inversionen stets am eine nngerade Zahl. 

Da man offenbar von der natürlichen Anordnung (1^ 2; ... n) der 

n Zahlen; bei welcher die Anzahl der Inversionen gleich Nnll ist, zu 

einer beliebigen Permutation {hij\,...hn) stets durch eine Anzahl 

von successiven einfachen Transpositionen gelangen kann^ so laust sich 

das Vorzeichen €ax,a„...Am &uch durch den folgenden Satz bestimmen: 

Das Vorzeichen «Ai,ä^...a^ ist + 1 oder — 1, je nachdem 
man von der natürlichen Anordnung (1; 2,...n) zu der Per- 
mutation Qi^y h^, . . . Jin) durch eine gerade oder durch eine 
ungerade Anzahl von einfetchen Transpositionen gelangt. 

Man kann also die Determinante dadurch aus ihrem Anfangsgliede 
^11 ti|s • • • t^nn bilden, dals man die zweiten Indizes durch einfache Trans- 
positionen auf alle möglichen Weisen permutiert und bei jeder einzelnen 
Transposition das Zeichen ändert. 

Hieraus folgt auch zugleich, daCs die Anzahl jener ein£EU^hen 
Transpositionen immer gerade oder immer ungerade ist, wie man auch 
den Übergang von (1, 2, ...n) zu (ä^, h^, ...K) vermittelst Trans- 
positionen machen möge. 

Man kann demnach die n\ Permutationen (h^, h^, ...Jin) in zwei 
Klassen einteilen, je nachdem die Anzahl ihrer Inversionen gerade oder 
ungerade ist, oder, was dasselbe ist, je nachdem sie aus der ersten 
(1, 2, ...n) durch eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Trans- 
positionen hervorgeht. Wir wollen die einen die geraden, die anderen 
die ungeraden Permutationen nennen. Wendet man auf alle von- 
einander verschiedenen geraden Permutationen eine und dieselbe Trans- 
position an, so erhält man ebensoviele ungerade Permutationen, welche 
alle ebenfalls voneinander verschieden sind. Denn wären von 
diesen etwa zwei einander gleich, so würden sie gleich bleiben, wenn 
man durch die nochmalige Anwendung derselben Transposition wieder 
zu den ursprünglichen Permutationen zurückkehrte. Hieraus folgt, dab 
die Anzahl aller ungeraden Permutationen der aller geraden mindestens 
gleich ist. Wäre man aber von den ungeraden Permutationen aus- 
gegangen, so würde man durch Anwendung derselben Schlüsse finden, 
dalj9 auch umgekehrt ihre Anzahl gleich oder grö&er als die Anzahl 
der geraden Permutationen isi 

Also enthalten beide Klassen gleich viele, nämlich je yn! Per- 
mutationen, und man erhält fOr die Determinanten n^ Ordnung den 
folgenden Satz: 



302 Siebzehnte Yorlesimg. 

Die Determinante n^' Ordnung besteht aus n! Produkten 

Uih^U2k^...tinhn] ▼on diesen hat die eine Hälfte das positive, 

die andere das negative Vorzeichen, je nachdem die zugehörige 

Permutation (h^yh^f^hn) in die Klasse der geraden oder in 

die der ungeraden Permutationen gehört. 

Zwei Permutationen {\,h^f..,hn) und (&/, h^, ...hn) gehören in 

dieselbe Klasse oder in verschiedene Klassen, je nachdem die eine in 

die andere durch eine gerade oder durch eine ungerade Anzahl von 

Transpositionen übergeführt werden kann. Die Entscheidung dieser 

Frage wird sehr erleichtert durch die folgende einfache Überlegung. 

Vertauscht man in einer Permutation (h^y ...K] K+i, ... An) v Ele- 
mente, etwa die v ersten unter ihnen, cyklisch, während die (n — v) 
übrigen ungeandert bleiben, so erhält man nun eine neue Permutation 
(^, A3, ... Ay, A^; hy^i, ...Jin), welche derselben Klasse angehört oder 
nicht, je nachdem v ungerade oder gerade ist In der Tat erkennt 
man sofort, dafs die cyklische Permutation (h^, h^, ...K) oder in leicht 
verständlicher Bezeichnung die Permutation 

Vä,, A3, ...A^/ 
ersetzt werden kann durch die Folge der (i^ — 1) einfachen Transpositionen 

bei denen ja das erste Element allmählich an die v^ Stelle wandert, 
ohne dals A^, A3, ... Ay ihre Aufeinanderfolge verändern. 

Jede cyklische Permutation von v Elementen ist also äqui- 
valent (v— 1) Transpositionen. 
Nun kann man aus einer gegebenen Permutation {\,\,»--K) 
jede andere durch cyklische Vertauschung einzelner Gruppen von Ele- 
menten ableiten. Soll z. B. die Permutation 

(9,2,3,7,6,6,1,8,4) in (4,7,2,3,5,1,9,8,6) 

Übergeführt werden, eine Aufgabe, welche durch 

/9, 2, 3, 7, 5, 6, 1, 8, 4\ 
\4, 7, 2, 3, 5, 1, 9, 8, 6/ 

bezeichnet werden kann, so beginne man mit dem ersten umzustellen- 
den Elemente 9, welches durch 4 zu ersetzen ist, und durchstreiche 
dann die 9; hierauf suche man die Zahl 4 in der ersten Permutation 
auf, welche in 6 übergeht, und durchstreiche die Zahl 4, und fahre 
so lange fort, bis man wieder zu der Anfangszahl 9 in der oberen Reihe 
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zurückgelangt ist. Die so erlangten Zahlen schreibe man der erhaltenen 
Folge gemäfs in einen Cjklns. Dann gehe man von der ersten noch 
nicht durchstrichenen Zahl der oberen Reihe ans^ bilde in gleicher Weise 
einen zweiten Cyklns und fahre so lange fort, bis alle Ziffern durchstrichen 

sind. So kann jede Permutation (i.V ir ' 7") ^ ^^^ Reihe einfacher 

VÄj, n^, ... Iln^ 

cyklischer Permutationen zerlegt werden. In unserem Beispiele erluUt 

man so die Gleichung 

(!;?; 2; I; s! ?; 9,' tie) -('•*• «'«(2- ''»)(«) W' 

WO die beiden einfachen Cyklen (5) und (8) bedeuten^ daCs jene Ziffern 
ungeändert bleiben. Da nun jene Cyklen von je 4, 3, 1 und 1 Ele- 
menten bezw. 3^ 2; und Transpositionen äquivalent sind, deren 
Gesamtanzahl 5 ungerade ist, so gehören jene beiden Permutationen 

in verschiedene Klassen. Zerfallt eine Permutation (if'**\?) in 

\Äi, ... Än^ 

A; Cyklen von bezw. a^ja^j,,,ak Elementen, so beweist man genau 

ebenso, dafs sie 

(a,~l) + (a,-l)+...+ (a*-l) = n-Ä 

Transpositionen äquivalent ist; je nachdem also (n — Tc) gerade oder un- 
gerade ist, gehören (^,...An) und (/»{,...%») in dieselbe oder in ver- 
schiedene Klassen. 

Hieraus folgt sofort, daCs für ein Produkt tiiA^usA, ••• tinü^ das 
Vorzeichen 

,''"*,) in Ä Cyklen zerfiQlt. 
K> Äj, ... V 

§4. 

Wir wollen endlich noch eine letzte und allgemeinste Bestimmung 
des Vorzeichens «a^,j^,...a^ geben, welche erkennen läfet, dals gerade 
dieses Vorzeichen erst durch die Determinantentheorie geschaffen wurde. 

Wir wählen irgend ein spezielles System («a); von welchem wir 
nur voraussetzen, dalj9 seine Determinante einen von Null verschiedenen 
Wert hat, abo z. B. das Einheitssystem (£). Es seien wieder V^jV^^...Vn 
seine n Vertikalreihen, und es werde durch | A^, /i^, . . . A«, | die Determinante 
desjenigen Systemes bezeichnet, dessen Vertikalreihen bezw. F^^, F*,, ... Fji^ 
sind; hier bedeuten \y\^.,.hn gewisse unter den Siahlen 1, 2, ...n, 
welche entweder alle voneinander verschieden sind, oder auch zum Teil 
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einander gleich sein können^ so daCs also die Determinante des ursprüng- 
lichen Systemes die Bezeichnong |1, 2, ...n| erhäli Dann erkennt 
man sofort, dals für jede Permutation {\,...hn) 



(1) 



**ii *» • • • *n 



1^, ^, . .. ^i 

|1, 2, ...n| 



isi In der Tat folgt ja aus den Fundamentaleigenschafben der Deter- 
minanten n^' Ordnung; dais dieser Quotient die folgenden drei Eigen- 
schaften hat; welche für die Zahlen «*,,««... a„ charakteristisch waren: 

n. Si^,h^,...k„ wechselt sein Zeichen, wenn zwei Indizes hi und hk 
miteinander vertauscht werden. 

m. £ai,...a„ verschwindet; wenn zwei Indizes hi und ht einander 
gleich sind. 

Damit ist unser Beweis in seinem yoUen umfange erbracht; 
und wir erhalten die folgende Darstellung einer jeden Determinante 
n*®' Ordnung 

(2) l«'»l=2'-Ti^fc^"^*''*»*«---'*-V 

(A) 

Man kann von der allgemeinen Gleichung (1) ausgehend auch 
leicht zu der früheren Darstellung des Vorzeichens «a», *,,... »^ zurück- 
kehren. Es seien Zi, is^, ...0n unabhängige Veränderliche; dann wählen 
wir für die Determinante 1 1; 2; .. . n { die folgende von Cauchy zuerst 
untersuchte Determinante n^' Ordnung 

1; 1; ...1 



(3) F{0,,0,,...0n)- 



^19 



4> 



^ s ^ 



— 1 



A 



««— 1 

n 



\K 



.«— 1 I 



(r,« = l,2,...n). 



Es ist leicht; ihren Wert anzugeben. Setzt man nämlich irgend zwei 
Variable gg und g^ einander gleich; so verschwindet die Determinante; 
weil dann die beiden Kolonnen Vg und Vk einander gleich werden. Also 
ist F(Zi, Zff.sfn) eine ganze ganzzahlige Funktion der n Variablen jer^; 

welche durch jeden der — ^-^ — - Linienfaktoren 



eg-gk 



\ 9>i I 



teilbar ist. Also enthält F auch das Produkt derselben; d. h. es be- 
steht eine Identität 
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(3a) |£r'""^|= «(;8fi, ... ^n)jfj(^<^-^*) ((^.* = l,«,...n), 

WO $ ebenfaÜB eine ganze ganzzahlige Funktion ihrer Argomente ist. 
Ersetzt man nun in dieser Identität allgemein Zi durch tZi, wo t 
eine neue Variable ist, so multipliziert sich | jer*""^ | mit 

<^+»+ •••+(»-»'= r-^, 

weil in dieser Determinante die Elemente der i*®° Zeile mit t*"^ multipli- 

ziert werden; und da das Produkt der —— — - Linearfiaktoren rechts 

denselben Faktor enthält, so folgt, dafs die noch unbekannte Funk- 
tion $ eine ganze ganzzahlige homogene Funktion der nullten Dimen- 
sion von Zij...Zn, d.h. eine ganze Zahl C ist; es ist demnach 



/Ql.\ I — 1| ri TJr \ (^n-1— ^l)(^n-l-^8)••• 

um die Eonstante C zu finden, beachten wir, dals das Diagonalglied 

auf der linken Seite den Koeffizienten Eins hat, und dab dieses Glied 
in der Determinante sonst nicht aufbriti Suchen wir nun in der Ent- 
wickelung des Produktes rechts dasselbe Glied, so besitzt es offenbar 
den Koeffizienten C, d. h. es ist C =» 1. Also ergibt sich 

|1, 2, ...n| == |jerj, ^, ...^| =j[j (^p— ^*) a=o.i,...n-i). 

Ersetzt man nun jer^,...jern durch ^er«^, . . . ^a^, wodurch die Determinante 
1 1, 2, . . . n I in I /^, ^, . . . %n I übergeht, so folgt 

und man erhält für das Vorzeichen Bhi,...k^ den Ausdruck 

(4) a,.»....».- |^,^,...^,|-iilv^> 

welcher f&r variable jer^, ... jer« jenes Vorzeichen darstellt Setzt man 
speziell jer^^l, jer,» 2, ... jer„=sn, so erhält man endlich die Gleichung 

Kronecker, Determinanten. SO 
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ZU welcher wir auf S. 295 Nr. (6) durch direkte Berechnung geführt 
worden waren. 

Zum AbschluTs dieser auf die Darstellung der Determinanten be- 
züglichen Bemerkungen werde noch erwähnt, dab man aus der Formel 

I W^* I = 2! «Aj,...A„ MiAi ^Ai • • • ^nh^ 

allein alle acht Eigenschaften der Determinanten herleiten kann, welche wir 
auf S. 298 und 299 durch die Untersuchung der Losungen von n linearen 
Gleichungen gefunden hatten. Doch soll an dieser Stelle nicht naher 
auf die Begründung dieser Behauptung eingegangen werden. 



Achtzehnte Vorlesung. 

Die charakteristischen Eigenschaften der Determinanten in vereinfachter Darstellung. 
— Die Funktionen 9{ugj^ der mn Elemente einer Matrix. — Das Multiplikations- 
theorem fOr zwei Matrizen. — Anwendungen. — Die abgeleiteten Systeme. — 
Das Fundamentaltheorem für die Komposition der abgeleiteten Systeme. 

§1. 

Im § 1 der siebzehnten Vorlesung hatten wir ein Yollstandiges 
System charakteristischer Eigenschafben der Determinanten kennen ge- 
lernt. Wir hatten nämlich den Satz bewiesen: 

Eine Funktion &{Ugh) der n' Elemente eines quadratischen 
Systemes 



Ka) ' 



Mjl, tilg, ...Win 
titn 



,W«l7 Wn>, ... Unf, 

(I) nnterscheidet sich von der Determinante \Ugk\ nur um einen 

Yon den Elementen Ugk unabhängigen Faktor^ wenn sie die 
beiden folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist linear und homogen in den Elementen einer jeden 
Horizontalreihe. 

2. Sie ändert bei der Yertauschung der Elemente zweier 
Horizontalreihen nur ihr Vorzeichen. 

Wir wollen diesen Satz im folgenden yerallgemeinem und ihn 
dann für die Untersuchung aller tiefer liegenden Eigenschaften der 
Determinanten benutzen. 

Zunächst können wir jene beiden Fundamentaleigenschaften auch 
folgendermalsen aussprechen: 

Eine Funktion ©(w^a) = ö(-öi, H^,...Hn) unterscheidet 
sich von der Determinante nur durch einen yon den Ele- 
menten Ugk unabhängigen Faktor, wenn sie 
(la) 1. linear und homogen ist in den Elementen einer jeden 

Zeile y und 

2. wenn sie yerschwindet, sobald man die Elemente einer 
Zeile Hi durch die Elemente ii^^d einer anderen ersetzt 
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In der Tat beweist man genau ebenso wie auf S. 126 , dafs aus 
der zweiten Eigenschaft in (la) unmittelbar die zweite Eigenschaft 
in (I) folgt. Betrachtet man nämlich z. B. die nach (2) in (la) iden- 
tisch verschwindende Funktion 0(Hi + E^y H^ + H^y H^y,.,n^y so 
ergibt sich unter Benutzung der Tatsache, dab homogen und linear 
ist in den Elementen der ersten und zweiten Zeile, auch hier die 
Gleichung 

+ &{H^y H,\ ...Hn) + e{H^yH^y... H,y, 
nach Weglassung der drei nach (la) (2) verschwindenden Funktionen 
folgt abo in der Tat 

und ebenso wird der Beweis für je zwei Horizontalreihen geführt. 

Wir wollen nun den Satz (I) durch das folgende äquivalente 
Theorem ersetzen, welches weniger Voraussetzungen erfordert. 

Eine Funktion ^(u^a) ist gleich CJu^aI; wenn sie 

1. linear und homogen ist in den Elementen der ersten 
(Ib) Zeile H^, und wenn sie 

2. bei der Yertauschung der Elemente von H^ mit den ent- 
sprechenden Elementen einer der Zeilen H^y H^, ... Hn 
nur ihr Zeichen ändert 

Aus der Voraussetzung nämlich, dafs 9(ugk) eine homogene lineare 
Funktion der Elemente u^^y ...Uin Ton H^ ist, folgt nämlich durch Yer- 
tauschung von Hl mit Ht unter Benutzung der zweiten Voraussetzung, 
dalj9 — &(Ug/i) und also auch @(Ugh) selbst homogen und linear in den 
Elementen von Hi ist, d. h. die erste Voraussetzung in (I) ist eine 
Folge von (Ib). um dasselbe fClr die zweite Voraussetzung von (I) 

zu beweisen, beachten wir nur, dals jede Vertauschung (t/) zweier 

beliebigen Horizontalreihen ersetzt werden kann durch die drei hinter- . 

einander angewendeten Vertauschungen \tj)\jj)\tt)\ ^^^^ ^^^ diesen 

Zeilenvertausohungen geht ja &{Hiy ... Hi, ... Ht, . . .) successive über in 

0(Hiy,..Hly...Hky...)y ö (fi), . . . -H*, . . . fl^, . . .), S (H^y . . . Hk, . . . Hiy . . ,)y 

und hieraus folgt in der Tat, dafs &{Ugk) auch wirklich bei der Zeilen- 
vertauschung \tt) i^uf das Zeichen ändert. 

Natürlich gelten die Sätze (I), (la), (Ib) auch in Bezag auf die 
Vertikalreihen des Systemes (m^a). 
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§2. 

Wir wollen nnn diese Sätze folgendermalBen yerallgemeineru: Statt 
eines quadratischen Systemes betrachten wir eine rechteckige Matrix 
Yon mn Elementen 

'**11> Wi2, Win 



(1) 



kä) ' 



Umn 



WO m = n sein kann. Wir bezeichnen wieder mit H^, H^, ... Hm und 

F^, Fg,... Fn ihre Horizontal- und Yertikalreihen nnd wollen zu- 
nächst m ^n annehmen; der Fall m> n wird nachher leicht auf 
diesen reduziert werden 

Auch hier suchen wir eine Funktion 0(ugk), welche die beiden 
folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist eine lineare homogene Funktion der n Elemente tiii,.,.Uin 
der ersten Horizontalreihe. 

2. Sie ändert bei der Yertauschung der ersten Zeile H^ mit irgend 
einer anderen nur ihr Vorzeichen. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesen beiden Eigenschaften ist 
dann nach den soeben durchgeführten Betrachtungen^ dals &{Ugi) eine 
homogene lineare Funktion der Elemente einer jeden Zeile Hi^ also 
eine ganze rationale Funktion aller mn Elemente Ugk ist^ und dals sie 

bei jeder Zeilenvertauschung ( 'j ihr Vorzeichen ändert. 

Wir können zunächst eine ganze Anzahl von speziellen Funktionen 
dieser Art angeben und wir werden dann zeigen, dafs und wie sich 
die allgemeinste Losung unserer Aufgabe aus jenen Einzellösungen 
zusammensetzt. 

Lassen wir zunächst aus den n Vertikalreihen V^, F^,... Vn die 
(n — m) letzten fort; so erhalten wir ein quadratisches System 



(Fl, F„...F„) 



*11> 



,<*ml; 



t^m 



t«mm 



Yon m^ Elementen, dessen Determinante 

A = |Fi, F„...F„| 

offenbar die beiden yerlangten Eigenschaften besitzt; denn sie ist eine 
lineare homogene Funktion von u^^, ••• tiim^ th,m+i9 •••«^«19 ^ der nur 



310 Achtzehnte Yorlesimg. 

die Koeffizienten yon Ui,ni+i; ... Um Null sind; und sie ändert ihr 
Vorzeichen bei jeder Yertanschnng zweier Zeilen Hi und Hi der 
Matrix (1). 

Aus dem Systeme (ugj) kann man durch ForÜassung von je (n — m) 
Yertikalreihen im ganzen 

'^^"1.2.8... m 
quadratische Systeme von je m^ Elementen 

herleiten, wenn Qt^j ^^••.^) alle ttm Kombinationen von je m unter 
den n Zahlen (1, 2, . . . n) ohne Wiederholung bedeutet. Wir wollen diese 
Kolonnenkombinationen stets in der natürlichen Reihenfolge , d.lL so ge- 
ordnet yeraussetzen, daCs 

Ai<Aa<---<Äm 

ist. Diesen Systemen entsprechen dann die fi»nm Determinanten 

I ^*i> ^Ai> • • • ^h^ I • 

Wir wollen dieselben durch 

bezeichnen und bei dieser Numerierung die folgende ein f&r aUemal 
fest anzunehmende Reihenfolge Yoraussetzen. 

Von zwei Kombinationen 

Qh,\,--K) und {h[,h[,...hU) 
wollen wir die zweite dann ab die spätere bezeichnen, wenn 
von den Differenzen Ä{ — Äj, ä^—ä,, ... die erste nicht ver- 
schwindende positiv ausfallt 

Ist dann von drei solchen Kombinationen die zweite später als die 
erste und die dritte später ab die zweite, so ist offenbar auch die 
dritte später ab die erste. 

Für die Matrix 

Will ^t^ Wj8, U|4, % 

■r j o 

würden bei dieser Anordnung den - ' =» 10 Determinanten D^, . . . D^^ 

die folgenden Indexkombinationen entsprechen 

(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5), (2,3,4), (2,3,5), 
(2,4,5), (3,4,5). 
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Sieht man hier die Indizes als Zi£fem dreistelliger Zahlen im deka- 
dischen Zahlensysteme an^ so ist die Anordnimg derart^ dafs die zu- 
gehörigen Zahlen eine znnehmende Reihe bilden; nnd das Analoge gilt 
im allgemeinen Falle^ wenn man {h^, h^, ---K) als die Ziffern einer 
Zahl ansieht^ welche in einem Zahlensysteme mit irgend einer Grmid- 
zahl g> n gebildet ist. Wir wollen daher die dieser Ordnung ent- 
sprechende Numerierung der Determinanten Di als die arithmetische 
oder die natürliche Aufeinanderfolge bezeichnen. 

Es sei nun (ugh) eine Matrix von m Zeilen und n Kolonnen, und 
D^yD^, ... Dft seien die /i = n^ zugehörigen Determinanten m*®' Ordnung, 
wobei n^ = ist, falls m> n sein sollte. Sind dann C^, ... Cf^ fi will- 
kürliche Eonstanten, so erkennt man unmittelbar, dais die Funktion 

(2) D^C,D,+ C,D,+ '+C^D^ 

genau ebenso wie die vorher betrachtete Funktion D^ die beiden 
folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist eine homogene lineare Funktion der Elemente der ersten 
Horizontalreihe von (w^ä). 

2. Sie ändert nur ihr Zeichen, wenn man die erste Zeile mit irgend 
einer anderen vertauscht. 

In der Tat kommen ja beide Eigenschaften jeder von diesen 
/i Determinanten D^, ... Df^ zu. 

Wir beweisen jetzt, dafs auch umgekehrt jede Funktion 

der mn Variablen Ug^, welche diese beiden Eigenschaften hat, stets in 
der Form (2) darstellbar ist. 

In der Tat, besitzt die Funktion ®(Fi, Fj, ... Vn) jene beiden 
Eigenschaften, so behalt sie dieselben auch, wenn man gewissen unter 
den mn Variablen m^a beliebige spezielle Werte beilegt. Wir setzen 
nun alle Elemente der Vertikalreihen Fm+i, Fm+s,--. F« gleich Null. 
Dann hängt die Funktion ö(Fi,... F«; 0, ...0) nur noch von den 
m^ Elementen der ersten Determinante D^ ab und besitzt in Bezug 
auf diese die beiden in (1) und (2) angegebenen Eigenschaften. Also 
mufs nach dem auf S. 308 bewiesenen speziellen Satze (Ib) 

®(Fi,...F.; 0,...0) = C,A 

sein, wo C^ einen Zahlenfaktor bedeutet. Ersetzt man in dieser 
Identität das System (F^, ... F^) durch das zugehörige Einheitssystem 
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A- 



i,o,...o, o,...o 
0, i,...o, o,...o 



lo,o,...i, 0,...0j 

und beachtet, dala dann 2)^ = 1 wird, so ergibt sich 

Femer hat aber die neue Funktion 

(3) ö,KO = Ö(F„ ... F„) - e{E,).B, 

dieselben beiden Eigenschaften, aber auüserdem noch die weitere, dab 
sie verschwindet y wenn die Yertikalreihen Fm+i, Fm+s, •-. Vn gleich 
Nnll gesetzt werden. 

Wir nntersuchen jetzt diese neue Funktion Si(y>gh) weiter und setzen 
in ihr alle Vertikalreihen, aufser F^, T^, . . . Fm— i, Fm+i gleich Null, 
welche der zweiten Determinante D^ entsprechen. Dann ergibt sich 
ganz ebenso, dafs 

®,(F„...F«_i,0, F.H_i,0,...0) = C,A 
sein mufs; oder wegen (3) erhalten wir für die ursprüngliche Funk- 
tion die Gleichung 

Ö(Fi,...F«_i,0, F«4.i,0,...0) = (7,2),. 

Um die Eonstante C^ zu bestimmen, ersetzen wir in dieser Identität 
die Elemente der Vertikalreihen F^, ... Fm— i, Fm+i durch das zu 
ihnen gehörige Einheitssystem. Bezeichnen wir dasselbe entsprechend 
durch E^ und beachten wir, dafs dann die Determinante Dg » 1 wird, 

Also ergibt sich jetzt, dafs die neue Funktion 

ebenfalls die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt, und dals sie 
aulserdem verschwindet, wenn entweder die (n — m) Vertikalreihen 
Fm+i, ... Tn oder die (n — m) Vertikalreihen F«, Fm+j, ... F« gleich 
Null gesetzt werden. Fahrt man nun in derselben Weise fort, so er- 
hält man zuletzt eine Funktion 

e^(u,,)^e(u,,)-{e(E,)D,+ e{E,)D,+ ''+eiE^)D^), 

welche die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt, und aulserdem 
verschwindet, wenn man alle Elemente irgend welcher (n — m) 
Vertikalreihen gleich Null setzt. 
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Eine solche Funktion maus nun identisch Null sein. In der Tat, 
enthielte ^/«(ü^a) auch nur ein von Null verschiedenes Element^ so 
mülste es die Form haben 

weil ja Oft nach der Voraussetzung homogen und linear in den Ele- 
menten von H^f H^,,,.Hfn ist. Setzt man aber in ^^ alle Yertikal- 
reihen auliser F^^, Fa,, . . . F^^ gleich Null, so verschwindet ®^ nach 
der Voraussetzimg identisch, während das Produkt Mu^, ... t<»nA^ un- 
geandert bleibt. Es mülste also entgegen unserer Voraussetzung der 
Koeffizient ^a,,...a^ Null sein; unsere Behauptung ist demnach in ihrem 
voUen Umfange erwiesen. 

Sind (Jfj, üfj, . . . Mr) r ganze Funktionen beliebig vieler Variablen, 
und ist M eine andere Funktion, welche durch jene linear und homogen 
mit konstanten Koeffizienten, d. h. in der Form 

dargestellt werden kann, so sagen wir, M enthalt das Modulsystem 
{M^j lU^, . . . Mr). Unter Benutzung dieser Bezeichnung können wir 
das soeben gefundene Besultat in dem folgenden Satze aussprechen: 

Eine Funktion der mn Elemente (u^a) einer Matrix, 
welche: 

1. homogen und linear in den Elementen der ersten Zeile 
J^ ist, und die 

2. nur ihr Vorzeichen ändert, wenn man die Elemente der 
ersten Horizontalreihe mit den entsprechenden irgend 
einer anderen vertauscht, 

enthält das Modulsystem (D^, D^, ... D^), welches aus den 
/i = nOT Determinanten m**' Ordnung der Matrix (ugh) ge- 
bildet ist. 
Ist speziell m> n, so ist /* = n^ = 0; die Matrix (Ugk) enthält 
dann gar keine zugehörige Determinante m^' Ordnung. In diesem 
Falle existiert also keine von Null verschiedene Funktion 0(Ugk)f welche 
die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt 

Ganz ebenso zeigt man, dafs der soeben für die Horizontalreihen 
einer beliebigen Matrix bewiesene Satz auch fftr ihre Vertikalreihen 
gilt; nur treten dann eben an die Stelle der /t^^tim Determinanten 
m*®' Ordnung D^, Dj, ... D^, welche man aus (Ugk) durch Weglassung 
von je (n — m) Vertikalreihen erhält, die 

m (w — 1), . . . (m — n + 1) 

^==*""=-f .2, ... — ;; — 
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Determinanten n^' Ordnung ^, ^, . . . ^^ welche man aus (Ugk) durch 
Weglassung von je (m — n) Horizontalreihen erhalt. 

Eine Funktion H(u^a), welche in Bezug auf die erste 
Yertikalreihe V^ einer Matrix (Ugk) homogen und linear ist 
und bei jeder der (n — 1) Vertauschungen (F^, F.) nur ihr 
Zeichen ändert, ist also stets in der Form 

H(^i)Ai+H(-^)A,+ ••+H(E,)A. 
darstellbar^ wenn E^, . . . £, die zu den Systemen von A^, . . . A, 
gehörigen Einheitssysteme bedeuten. 

Ist m von n verschieden, so ist stets eine der beiden Anzahlen 
nin und Hm gleich Null. Ist dagegen m = n, so sind beide Zahlen 

Eine Funktion 0(UgH) der mn Variablen (m^a), welcher 
die beiden oben angegebenen Eigenschaften sowohl in Bezug 
auf die Zeilen als auf die Kolonnen der Matrix (u^a) zu- 
kommen, ist also stets gleich Null, es sei denn, dals m = n^ 
dafs also das System (Ugk) quadratisch ist. In diesem letzten 
Falle ist notwendig 

WO C==S{E) eine Konstante bedeutet. 

Wir zeigen endlich noch, dals jede Funktion S{Ugh) der mn Ele- 
mente UpA, welche die beiden Eigenschaften 1 und 2 auf S. 313 
hat, stets eine unzerlegbare Funktion ihrer Argumente ist. Wäre 
nämlich ©(Wp*) gleich dem Produkte ®i(w^a)-Öj(m^a) zweier in den 
Ugk ganzen Faktoren, so folgt aus der ersten Eigenschaft von S, dab 
derjenige Faktor, welcher auch nur ein Element einer Zeile Hi ent- 
halt, alle Elemente (ua, ... Utn) dieser Zeile enthalten mufs, während 
der andere Faktor von den Elementen dieser Zeile unabhängig ist; 
andernfalls könnte nämlich das Produkt Q^ Q^ nicht homogen und linear 
in den Elementen von Hi sein. 

Ist femer das System (Ug^ quadratisch, so ist ^{Ug^^=^C\Ugk\t 
und die Determinante besitzt dann die Eigenschaften 1 und 2, also 
auch die soeben aus ihnen abgeleitete, sowohl in Bezug auf die Zeilen, 
als auch für die Kolonnen des Systemes (u^a). Wäre nun { Ugk \ gleich einem 
Produkte ^^^2 ^^^ ^^^^ ganzen Funktionen von {Ugj) und enthielte B^ 
auch nur ein Element von Hij so mülste Q^ nach der soeben ge- 
machten Bemerkung alle Elemente (u,i; u.-s, ... ti^m) dieser Zeile ent- 
halten; da aber dann dieser erste Faktor je ein Element aller Vertikal- 
reihen F^,... Vm enthält, so mülste er, da der oben für die Zeilen 
bewiesene Satz hier auch für die Kolonnen gilt, auch jedes Element 
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aller Eolonnen enthalten^ d. h. &^ mülBte von allen Elementen un- 
abhängig oder eine Eonstante sein. Da aber { Ug^ \ auch keinen Zahlen- 
faktor enthält^ so gilt zunächst der Satz: 

Die Determinante \ugh\ ist eine irreduktible Funktion 
ihrer m* Elemente. 
Die allgemeinste Funktion 6{ugH) von mn Elementen ist nun 
ebenfalls linear, aber nicht homogen in den Elementen von jeder ihrer 
n Yertikalreihen, und hieraus folgt genau ebenso wie für den Fall 
m = n, dals ein Faktor 0^, der auch nur ein Element einer Kolonne 
Vk enthält, alle Elemente von Vk enthalten muls. Hieraus ergibt sich 
genau wie vorher die Irreduktibilität jeder Funktion ö(w^a)- 



§3. 

Wir woUen den im vorigen Abschnitte bewiesenen Fundamental- 
satz zunächst benutzen, um das Multiplikationstheorem fQr komponierte 
Systeme in seiner allgemeinsten Fassung zu beweisen. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke zwei rechteckige Systeme 



(1) 



(«a) = 



*11^ 



Win 



Wrnli 



Umn 



M^ 



/• = l,2,...m \ 
U = l,2 n) 






/* = 1,2,... 
Vj=:I,2,... 






von denen das erste m Horizontalreihen Hi und n Yertikalreihen Vk, 
und das zweite umgekehrt n Zeilen Hi und m Eolonnen F/ hat. 

Wir komponieren diese beiden Systeme in der auf S. 284 an- 
gegebenen Weise und erhalten so ein quadratisches System von m' 
Elementen, welches mit Hilfe der früher benutzten Bezeichnungsweise 
folgendermafsen geschrieben werden kann 



(2) 



(Wii)=-(Uik)(Vki) 



wo allgemein 



Sfn Fj, Hfn Fg, . . . Hfn Ym, 



/.,J = l,2,...m\ 
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(3) 



Wi, = H, VI =^ unvu 



-2- 

ist. Wir bilden nnn die Determinante \Wii\ und untersuchen ihre Ab- 
hängigkeit von den Elementen tia und v^i der beiden Komponenten 
(m,*) und {vk^. 

Man erkennt nun sofort ^ dafs jede Determinante \Wii\ nach dem 
auf S. 313 bewiesenen Satze das aus den Determinanten m*®' Ordnung von 
(t^a) gebildete Modulsystem (D^, D^, ... 2)^) enthält; denn aus der 
Darstellung (2) von {wi^ folgte dals | Wu \ eine homogene lineare Funk- 
tion der Elemente Uu der ersten Horizontalreihe H^ von {ua| ist, weü 
ja H^ nur in der ersten Zeile von (tTn) auftritt. Vertauscht man aber 
zweitens in (m^) ^i etwa mit Hrj so vertauscht sich in dem kom- 
ponierten Systeme offenbar ebenfalls die erste mit der r**^ Zeile, d. h. 
seine Determinante ändert nur das Vorzeichen. Also besteht wirklich 
eine Gleichung 

(4) \Wii\=^C^D^+C^D^ + "' + C^B^y 

in welcher die Koeffizienten Ci,...Cfi von den Elementen des ersten 
Systemes unabhängig sind. 

Um nun z. B. den ersten Koejffizienten Q in (4) zu bestimmen^ 
beachten wir, dafs Ci=0(^i) ist, d.h. gleich dem Werte von \Wiil 
welchen man erhalt, wenn man das Koejffizientensystem (unt) durch 
das zugehörige Einheitssystem 

fl,0,...0, 0,...0^ 
0, 1,...0, 0,...0 



/i = l,2, ...m 
U = 1, 2, 



(5) E,^{dn)=^ 

0, 0,...l, o,...o 

ersetzt, wo hier, wie stets im folgenden 

(5a) *a = (i^k), **,= ! 

gesetzt wird. 

Komponiert man nun dieses spezielle System (5) mit (vki), so er- 
gibt sich allgemein 



) 






Vit, 



d. h. das komponierte System wird gleich dem aus den m ersten 
Horizontalreihen von (vn) gebildeten Partialsystem. Also ist C^ gleich 
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der Determinante A^, welche aus den m ersten Zeilen {Hl, . . . Hi^ 
von (vki) gebildet ist. 

Es sei jetzt allgemein 

irgend eine Partialdeterminante des ersten Systemes (ua), welche aus 
den Elementen der Vertikalreihen F<^, . . . Fi^ gebildet ist, und 

sei die Partialdeterminante von (Vki), welche zu den entsprechenden 
Horizontalreihen Hi[, . . . Hi^ gehört. Dann beweist man sehr leicht, 
dafs der Koeffizient d von Di in (4) gleich A< ist. Vertauscht man 
nämlich in der Eompositionsgleichung 

iWii)^(Uik)(Vki) 

links und rechts zwei Vertikalreihen V^ und Vjt des ersten Systemes 
(Uik) miteinander und zugleich dieselben Horizontalreihen Hl und Hi 
des zweiten Systemes, so ändert sich die Determinante \Wii\ nicht, 
weil in dem zugehörigen Systeme (wn) sowohl die erste und die 
k^^ Zeile, als auch die erste und die k*^ Kolonne miteinander vertauscht 
werden. 

Macht man nun in jener Kompositionsgleichung die folgenden 
2 m Vertauschungen 

Fl mit Vi,, F, mit F<., . . . F« mit F^ 
-S/ „ Si[, Hl „ Hi^y . . . J?i „ J?4' 

so treten in beiden Komponenten (ua) und (vj^i) die zu Di und A^ ge- 
hörigen Systeme an die erste Stelle, und da sich dabei \wn\ nicht 
ändert, so folgt nach dem soeben bewiesenen Satze, dals in der trans- 
formierten, also auch in der ursprünglichen Determinante \Wii\ der 
Koeffizient von Di gleich A^ ist. 

Es ergibt sich also die folgende Fundamentalgleichung für die 
Determinante eines aus zwei rechteckigen Matrizen komponierten 
quadratischen Systemes 

(6) |w;n| = |(tiu)(t;*i)HAAi+A^ + -- + ^/*A/*, 

wenn D^,...!)^ und Ai,...A^ die Partialdeterminanten der beiden 

Komponenten in ihrer natürlichen Reihenfolge bedeuten. 

Wir woUen zuerst einige unmittelbare Folgerungen aus diesem 
Satze angeben. 

Ist speziell m^^^n^ sind also beide Komponenten quadratische 
Systeme, so ergibt sich der gewöhnliche Multiplikationssatz 

(6a) |(wu)(v*i)H|tt<*|-:t?»/|. 
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Ist dagegen in> n, so wird in (6) die rechte Seite Nnll^ d. h. es ist 

(6b) |w;w| = |(tia)MHO. 

Es sei femer das System T=(vki) zu 5=(fia) konjugiert, 
d. L es möge die Matrix T aus 8 durch Yertauschung der Zeilen mit 
den Kolonnen entstehen, so dafs also T^^^S und 



(7) («;„) = 55 = 



««11» 
«ji; 



«*M» 



^Wjnl, Um%} 



Um 

Uin 
U„in 



^111 






t«ml 
t«m2 



Uin, Uin 



Umn 



ist. Dann sind auch die Partialsysteme m^' Ordnung von {vki) zu den 
entsprechenden von (uik) konjugiert und ihre Determinanten ^ den 
entsprechenden Determinanten Di gleich. Dann erhält man also die 
Gleichung 

(7a) |SS|-DJ + l^+... + 2^. 

Sind die Elemente von S ^ (ua) reelle Gh*ölsen, so ist also die Deter- 
minante des Systemes \S'S\ nur dann gleich Null, wenn alle seine 
Partialdeterminanten m*®' Ordnung verschwinden. 
Es sei z. B. 

also 8^ 



so ist 



|SS| = 



aj + 6? + cj , aia,+ &i&2 + CiCj 



6i, &2 



a^a^ + bib^ + c^c^, aj + &| + cj 



(7b) 



und man erhalt die sehr häufig benutzte Identität 

(al+ b\^ ci)(al+bl+cl)^{a,a, + b,b, + c,c,y= («i&,- «iM* 

+ (Pi<^ - h^iY + (<h<h - Cjai)» 
Sind Zj und Z, zwei beliebige gerade Linien im Räume, und 
a^ = cos (Zi, rr), &i = cos (Z^, y), c^ = cos (Zj, jer) 
o, = cos (Zj, ic), fcj = cos (Zj, y), Cj = cos (Z,, jer) 

die Kosinus der Winkel, welche sie mit drei rechtwinkligen Koordi- 
natenachsen bilden, so geht die linke Seite der Gleichung (7 b) über in 
1 — cos^ (Z^Zj) =sin^(ZiZ2), und man erhält die Gleichung 

(8) Bm\hl,)^l(a,b,-a,b,)K 
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Die rechte Seite verschwindet nur dann^ wenn 

Ol ^ c, 
ist; und aus der Gleichung aJ + &J + ^=»aJ + ^ + c| = l folgt >L=«±1. 
Es ist also nur dann sin (l^ l^) = 0; wenn l^ dieselbe oder die eni^egen- 
gesetzte Richtung hat wie l^; diese Tatsache wird durch die geometrische 
Anschauung in Evidenz gesetzt. 

§4. 

Die soeben gefundenen Sätze wollen wir nun zur Untersuchung 
der mit einem Systeme zusammenhängenden sogenannten abgeleiteten 
Systeme benutzen. Die hier sich ergebenden Resultate bilden die 
Ghrundlage ftlr die Theorie der Transformation der Systeme und Formen 
ineinander. 

Es sei 
(1) fi^= («*/»,?) (i».?=i,«, ..«) 

ein beliebiges System von n^ Elementen. Der Fall^ dafs S eine recht- 
eckige Matrix ist, braucht nicht besonders untersucht zu werden, da 
die hier auszuführenden Operationen und die aus ihnen sich ergebenden 
Resultate auch für diese ihre volle Geltung behalten. Man kann die 
Untersuchung einer Matrix von m Zeilen und n Kolonnen ohne weiteres 
auf die eines quadratischen Systemes reduzieren, wenn man dieses durch 
HinzufQgung einer Anzahl von Zeilen oder Kolonnen, die lauter Nullen 
enthalten, zu einem quadratischen Systeme erg^zt. 

Wir wollen nun in diesem Systeme (n — r) nach Belieben ge- 
wählte Zeilen und ebensoviele Kolonnen unterdrücken. Dann bleibt 
ein System von r Horizontalreihen und ebensovielen Yertikalreihen 
übrig. Die Determinante dieses Systemes wird die folgende Form haben 

wenn (JBk^, Bi,, ... JSi^ | F,,, F^, ... Vi^ die zugehörigen Horizontal- 
und Yertikalreihen sind. 

Es sei die Zeilenkombination (^, A^, ...Av) in der natürlichen 
Reihenfolge aller Kombinationen der Zahlen (1, 2, ...n) zu je r die 
p^, und ebenso sei die Kolonnenkombination Qi, l^, "• Ir) in der natür- 
lichen Reihenfolge aller derartigen Kombinationen die q^^. Dann soU 
die obige Determinante r**' Ordnung kurz durch 
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bezeichnet^ und eine ünterdeterminante oder Partialdeter- 
minante r**' Ordnung des Systemes («fp^) genannt werden. 

Da die beiden Indizes p und q von Up\ unabhängig voneinander 
alle Zahlen der Beihe 1, 2y...nr durchlaufen können; wenn 

n(n^l)...(n-r + l) 
^-=1.2 ... r 

ist, so folgt, dals ein System n*®' Ordnung genau (nr)* Unterdeter- 
minanten r**' Ordnung u^^ besitzt. Wir woUen dieselben zu einem 
quadratischen Systeme ^,,^^^,^ ^^^^^^^^ 

vereinigen und dieses das r^ abgeleitete System von S = (Up^g) 
nennen. Der Ein&chheit wegen bezeichnen wir die Indizes der ünter- 
determinanten u^^^ immer durch die gleichen Buchstaben p und q und 
geben in einer beigefügten Klammer die ganzen Zahlen an, welche p 
und q durchlaufen. Man erkennt dann, dals ein System n^' Ordnung 
genau n abgeleitete Systeme 

besitzt, deren Elemente die samtlichen ünterdeterminanten erster, 
zweiter, . . . n^' Ordnung von 8 sind. Das erste abgeleitete System 
ist offenbar das System 8 = (Up, ^) selbst; wir woUen dasselbe daher 
auch mitunter durch 8^^^ » (^jü 9) bezeichnen. Das letzte besteht nur 
aus einem Elemente; es ist identisch mit der Determinante \up^q\. Die 
Ordnungszahlen n(n-l) n(n-l)(n-2) i 

^' TTY^' 1.2.8' ' • • ^ 

der n abgeleiteten Systeme sind mit dem Binomialkoef&zienten von n 
identisch. 

Ist speziell r^^ 0, ...0\ 

0, rf, . . . 



K?)' 



m 



0, 0, ...rf 

ein Diagonalsystem mit dem Diagonalelemente d, so erkennt man sofort^ 
dals in dem r*^ abgeleiteten Systeme (u^^g) alle Diagonalelemente u^^^ » d'', 
alle nicht in der Diagonale stehenden Elemente u^^q für j> ^ g aber 
gleich Null sind, weil in ihnen mindestens eine Zeile oder eine Kolonne 
lauter Nullen enthalt, d. h. es ergibt sich die Gleichung 

Ist also (2» 1, so ergibt sich der Satz, dals alle abgeleiteten Systeme 
eines Einheitssystemes wieder Einheitssysteme sind. 
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Ebenso findet man, dals eine Matrix 8 von m Zeilen tmd 
n Kolonnen genau v abgeleitete Matrizen 

besitzt, wenn v die kleinere nnter den beiden Zahlen m tmd n be- 
deutet Während die Matrix 8^^^ m Zeilen und n Kolonnen hat, be- 
steht ofiFenbar das nächste System aus m^ Zeilen und n^ Kolonnen und 
allgemein enthält 8^^^ nir Horizontal- und tir Yertikalreihen. 

Wir beweisen zxmächst den Hauptsatz über die Komposition der 
abgeleiteten Systeme. Es seien 

U^(u^,) und r^(v,„) 

zwei Systeme n**' Ordnung und 

(3) TT» (tv^,) - (w^,)(t;,„) - UV 

das Produkt derselben. Sind dann allgemein 



J7W yir)^ jyir) 



(r-l,2,...ii) 



die aus 27, V und W abgeleiteten Systeme, so folgen aus der Glei- 
chung (3) die n Gleichungen 

(4) Tr^'->=I7^'->F^^^ (r-1,1,...«). 

Die letzte unter diesen Gleichungen ffir r»n spricht das Multipli- 
kationstheorem für die Determinanten n^' Ordnung aus. 

Um den allgemeinen Satz zu beweisen, betrachten wir irgend eine 
ünterdeterminante r^' Ordnung Wp^g des komponierten Systemes, deren 
Indizes p und q bezw. den Indexkombinationen 

(ÄJi, Ä„...Äv.) und (luh>"'l) 
entsprechen mögen. Dann kann diese Determinante folgendermalsen 
geschrieben werden 



«>';!,- 



m.h, 


«»*.»„ • • 


• m^r 




s,X. 


B^Vi ■ 


• B,Jl 


«'*.!.» 


«'*.«., • . 


■ «'i.V 


= 


SkVI, 


B^Vi . 


■ . s^K 


»v.» 


Wi,«.» • • 


• «^tr'r 




H^ri 


Sk^V,,, . 


' s^K 



Sie ist also die Determinante des aus den beiden rechteckigen Matrizen 



(6) 



(5i„ Hl,, . . . Hi^) ■ 



»VI» «v«' 



«V« 



Kroneoker, Determinanten. 
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(5a) 



i^h, Vi^, . .. Vil) •' 






komponierten Systemes. Nach dem auf S. 317 bewiesenen Fondamental- 
satze (6) ergibt sich somit ffir jene Determinante die Darstellnng 



wenn allgemein D,- und A^ die ünterdeterminanten r^' Ordnung der 
beiden Matrizen (JSi^, . . . If*^) und (F^', ... F^) in (5) und (5a) in 
ihrer natürlichen Reihenfolge bedeuten. Nach unserer Bezeichnungs- 
weise sind aber (D^, . . . D^) tmd (A^, . . . A^«) bezw. identisch mit 

denn die ünterdeterminanten der ersten Matrix haben den ersten In- 
dex p, da sie der p'^^ Zeilenkombination (A^, A^^ * • • ^) entsprechen; und 
ebenso erkennt man^ dab den ünterdeterminanten der zweiten Matrix 
der zweite Index q zukommt. Also ist in der Tat 

(D) WV»,9= <*Al ^h9 + ^P.i^^9 H r ^P^I^^I^V 

d. h. es besteht die Eompositionsgleichung 

(6a) «) = «',)«',), 

welche mit (4) identisch ist. 

Setzt man von vornherein U als rechteckige Matrix von m Zeilen 
tmd n Kolonnen und umgekehrt F als Matrix von n Zeilen und 
m Kolonnen voraus und bezeichnet mit W wieder das Kompositions- 
resultat TJVy so gelten f&r die abgeleiteten Systeme genau dieselben 
Gleichungen 



w^^^=^ U^^^ V^*^ 



(r=xl,f,...), 



und sie werden wörtlich ebenso bewiesen^ wie dies soeben fDr quadra- 
tische Systeme geschah. 



Neunzelmte Vorlesimg. 

Der Laplacesche DeterminantenBatz. — Die a^jnngierten Determinanten. — Die 
a^jtmgierten und die reziproken Systeme. — Die Jacobische Determinanten- 
relation. — Anwendungen: Auflösung von m homogenen linearen Gleichungen 
mit konstanten Koeffizienten für n unbekannte. — Der Bang der Systeme. — 
Besitzt das Eoeffizientensystem den Bang r, so sind m — r von den m Gleichungen 
überflüssig. — unabhängige Lösungen. — Darstellung aller Lösungen durch ein 
vollständiges System unabhängiger Lösungen. — Die nicht homogenen linearen 
Gleichungen. — Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs diese 
Gleichungen Lösungen haben. 

§ 1. 

Wir wollen jetzt das im § 2 der vorigen Yorlesung bewiesene Theorem 
benutzen, um den sogenannten Xop^ooeschen Determinantensatz zu be- 
weisen, welcher für uns die Grundlage für die Untersuchung der 
zwischen den abgeleiteten Systemen 8^^\ 8^^\ . . . 5^**^ bestehenden Be- 
ziehungen bilden wird. Zu diesem Zwecke ersetzen wir zunächst jenes 
Fundamentaltheorem durch ein allgemeineres. 

Wir betrachten ein quadratisches System {Ugk) von n^ Elementen 
und teilen es in zwei Matrizen, von denen die erste aus r beliebig 
ausgewählten Horizontalreihen besteht, die zweite die n — r übrigen 
enthalt Wir bezeichnen diese Matrizen kurz durch 






(1) («/.).») = (J3^,fi,.,...fi,,) = 

und 

(la) (WpC.),»)=-(J3;^r+i,J2pr+s».-.SJ = 

Wir nehmen ein für allemal an, dals die Horizontalreihen in jeder 
der beiden Matrizen in ihrer arithmetischen Reihenfolge aufeinander 
folgen, dals also 

9i<9t< ' <9r imd ^r+i<^r+f<- • <^« 
ist; dann bilden also die n Zahlen (ffif-gn 9r+i;*-9«) >«UMU&m«n- 
genommen eine bestimmte Permutation der Zahlen (1, 2, ...n). 

Wir untersuchen wieder alle Funktionen 0(ugk), welche in Bezug 
auf ihre n' Elemente die beiden auf S. 309 angegebenen Eigenschaften 
beeitsen. Da wir schon wissen, dals sich dann 0(ugk) von der Deter- 

21* 
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minante \Ugk\ nur durch eine multiplikative Konstante unterscheidet, 
so können wir unbeschadet der Allgemeinheit statt S(Ugk) gleich die 
Determinante \ugk\ selbst wählen. 

Da I Ugk I jene beiden Eigenschaften sowohl in Bezug auf die Ele- 
mente der ersten Teilmatrix (fi/i),^) tds &uch in Bezug auf diejenigen 
der zweiten (fi/>),jb) besitzt, so ist sie eine homogene lineare Funktion 
sowohl der Partialdeterminanten t*^^ Ordnung von (u^^\k) als auch der 
Partialdeterminanten (n — r)**' Ordnung von (u/ß\k)- Sind also 

(2) D^,D^,..,D^ (M-"r) 

und 

(2a) Ai, A,, . . . A^ 

diese beiden B.eihen von Partialdeterminanten in ihrer natürlichen 

B.eihenfolge, so ergibt sich für \Ugk\ die Darstellung 

(S) |ti,,| = IZC*vAAv, 

in welcher die Chh' noch unbekannte konstante Eoef&zienten sind. 

Um den Koeffizienten Ckk' ^ ein bestimmtes Indexsystem (h, h') 
zu finden, ersetzen wir das Yariablensystem (Ug^) durch das speziellere 
{ügk)f in welchem für die zu Dk und Av gehörigen Systeme die ent- 
sprechenden Einheitssysteme gesetzt sind, während alle übrigen Elemente 
gleich Null angenommen werden. Dann wird die rechte Seite von (3) 
gleich Ckh'f weil D^^Av»! wird und in allen anderen Produkten 
Di^ mindestens eine der beiden Determinanten Null ist, weil sie min- 
destens eine aus lauter Nullen bestehende Yertikalreihe enthält. Ebiben 
nun zunächst D^ und A^' auch nur eine Yertikalreihe gemeinsam, so 
ist die Anzahl der von Null verschiedenen Yertikalreihen von {ügk) 
kleiner als n, und daher ist die links stehende Determinante | ü^;^ | »> 0, 
weil auch sie dann mindestens eine aus lauter Nullen bestehende Yertikal- 
reihe hat; dasselbe gilt demnach auch von diesem Koeffizienten Cav 
Hieraus folgt, dals in der Gleichung (3) die Summation nur auf die- 
jenigen Produkte D^Av auszudehnen ist, deren Systeme keine Yertikal- 
reihe gemeinsam haben. 

Ist also Dk eine der ünterdeterminanten der ersten Matrix (u/,t}^k) 
und sind v v v 

^Ai; yh^f '" Vh^ 

die zu ihr gehörigen Yertikalreihen, so entspricht ihr diejenige so- 
genannte komplementäre Determinante Av von (u^*\h)y deren {n-^r) 
Yertikalreihen v V v 

von den obigen sämÜich verschieden sind, so dals die n Indizes 
{h^y ... Ar; Ar+i9 • • • Am) zusammcngcnommen ebenso wie vorher 
iSii ' " 9n 9r-\-u -' - 9n) eine bestimmte Permutation der Zahlen 
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(1, 2, ... n) bilden, wobei auch hier (Äj, . . . Ar) sowohl als auch 
(Ar+ii • • • An) ihrer Ghroljse nach aufeinander folgen. Dann ist also 



(4) D»== 



^9r^xy 



^9rK 



Av 



»Pr+lV+l' 



V4-l*n 



Setzt man nun in der Identität (3) die Diagonalglieder von Dk 
und Av gleich Eins, d. h. setzt man 

(5) Ug,k, « Ug,i^ «*p„A,."» 1 

und alle anderen Elemente gleich Null und bezeichnet man dieses 
spezielle System (u^^) jetzt durch Ehh^j so ergibt sich die Gleichung 

und wir erhalten so die allgemeine Identität 

(6) \u,,\=-^\E,,\D,L,. 

Aus der Natur der Koeffizienten { Ekk' \ ersieht man sofort, dals 
sie alle den Wert ± 1 haben, und man kann auch sehr leicht dieses 
Vorzeichen yollsiändig bestimmen. Zu diesem Zwecke bringen wir in 
dem Systeme E^h' durch Zeilenvertauschungen J7^, H^y 
r ersten und Ha 



9r-\-V 



Hg^ an die 
Hg^ an die (n — r) letzten Stellen, und in 
gleicher Weise können wir ' dann durch Eolonnenvertauschungen 
Faj, F*,, . . . Fa^ an die r ersten, F*^ , j, ... F*^ an die (n — r) letzten 
Stellen bringen. Dadurch geht aber das System E^^' in das Einheits- 
system Ej seine Determinante also in Eins über; und da bei jeder 
solchen Beihenvertauschung die Determinante | u^a { ihr Zeichen ändert, 
so folgt, dab I Ekh' \ gleich + 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem die 
Gesamtanzahl jener Yertauschungen gerade oder ungerade ist. 

Vertauschen wir nun zuerst Hg^ successive mit If^— i, J^— 2, • • • J?j, 
so tritt Hg^ nach ^^ — 1 Zeilenvertauschungen an die erste Stelle, ohne 
dals sich hierdurch die arithmetische Reihenfolge der n — 1 übrigen 
Zeilen geändert hai Vertauscht man jetzt Hg^ successive mit J9^~i, . . . J^, 
so nimmt J5^ nach ^s — 2 Vertauschungen die zweite Stelle ein, während 
die n — 2 übrigen Zeilen auch jetzt nach der Ghrölse ihrer Indizes auf- 
einander folgen. Fahren wir in derselben Weise fort, so zeigt sich, 
daÜB nach , ^^ , ^^ 

Zeilenvertauschungen Hg^y J9^, . . . Hg^ die r ersten Stellen eingenommen 
haben, während die n — r übrigen Zeilen von selbst nach der Grofse 
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ihrer Indizes geordnet sind; diese sind daher bereits Bg,^, . . . Hg^ in 
dieser Reihenfolge; durch jene Yertauschongen sind also die Horizontal- 
reihen bereits in der verlangten Weise angeordnet. 
Ebenso sieht man^ dals dnrch 

(Ä,-l) + (Ä,-2)+-.+ (Är-r) 

Eolonnenyertaoschnngen die Ordnung (Fj, ... Vr, Fr+i, . . . F«) der 
Yertikalreihen in die vorher verlangte (Ti^, ... F*^; F^^.j, ... F*^) 
übergeht, und da sich die Summe jener beiden Anzahlen von der 
Summe der beiden Zahlen 

(7) G^(9i + '- + 9r), H^(h,+ -+K) 
nur um eine gerade Zahl unterscheidet, so ergibt sich 

Wir erhalten somit die Gleichung 

(8) |«,,|-2(-l)"'''^»^*'- 

Den Exponenten Cr + ^ wollen wir den Index der Determinante D« 
nennen. Ein Blick auf die Darstellung von Dh in (4) lehrt, dab der- 
selbe gleich der Indexsumme aller Diagonalglieder von D« ist 

Aus der Symmetrie unserer Gleichung, in Bezug auf die beiden 
Teilmatrizen (u/i\a) und (u/t),«); folgt, dals die obige Gleichung auch 
in der Form 

(8a) h^^H^C-l)"'"*"''-^*^*' 

geschrieben werden kann, wo 

(9) G' + W^(gr+t+' + gn) + (hr+i + "- + K) 

den Index der komplemenISren Determinante A^' bedeutet. Da die 

Summe beider Indizes 

(G + H) + {G' + W) = (g, + ''+gn) + {h, + -+K)^2{l + -- + n) 

eine gerade Zahl ist, so erkennt man auch direkt, dab die beiden 
Vorzeichen (— 1)^"*"''^ und (— 1)^ "*"^ einander gleich sind. 

Endlich bemerke ich noch, dals sich die Indizes h und h' je 
zweier komplementären Determinanten stets zu ft + 1 erganzen, wenn 
man beide Determinanten in ihrer natürlichen Reihenfolge numeriert, 
dals nämlich die komplementären Determinanten zu 

Dl, 2),, . . . 2)/4 bezw. A^, A/4-1, . . . i^i 
sind. 
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In der Tat, sind 
(10) (Ä,, Ä,, . . . K) und (Äi, Äi, . . . K) 

zwei Indezkombinationen, yon denen die zweite nach unserer Definition 
der natürlichen Reihenfolge die spatere ist, ako eine grolsere Ordnnngs- 
zahl besitzt, so ist yon den beiden komplementSt'en Indexkombinationen 
(10a) (Är+i, Är+f, ... An) und {K-k-i, K^^, ...K) 
umgekehrt die zweite die frühere, besitzt also eine kleinere Ordnongs- 
zahL Bezeichnen wir jetzt nämlich die beiden ersten Indezkombinationen 
in (10) durch 

(10b) (Äj, ...Ä„Ä,+i, ...A^) und (ä^, ...ä„ Äj+i, ... W-), 
80 daJs also h,^i und ^^4.1 die beiden ersten yoneinander yerschiedenen 
Indizes sind, so ist nach unserer Annahme 

Dann enthalten die beiden komplementären Kombinationen (10a) zuerst 
alle diejenigen Zahlen der Beihe 1, 2, ... (A« 4.1 — 1) gemeinsam, welche 
nicht gleich einer der Zahlen h^, ...h, sind. Auf diese folgt dann in 
der zweiten komplementören Kombination (%r+i, . . . %n) in (10a) un- 
mittelbar die Zahl h,^i, welche in der ersten Kombination (10a) nicht 
vorkommt; es ist also in der Tat die zweite komplementäre Indez- 
kombination die frühere, was zu beweisen war. 

§2. 

Die im yorigen Abschnitte bewiesene Laplacescihe Determinanten- 
relation kann ab eine Beziehung zwischen zwei abgeleiteten Systemen 
S^''^ und S^''^ yon (u^a) aufgefalst werden, deren Ordnungszahlen sich 
zu n er^nzen. 

Es mögen nämlich zunächst g und g' die Ordnungszahlen sein, 
welche den komplementären Indezkombinationen 

(ffl) 9if ' " 9r) und (gr-\-U gr+%, " ' gn) 

'der Teilmatrizen (u/o,a) und (UpO),A) in der natürlichen Reihenfolge 

derselben zukommen. Nach dem am Schlüsse von § 1 bewiesenen 

Satze ist dann . , . . , / i\ 

g + g'^Hr+ly ^' = nr-(y-l). 

Ebenso seien h und h' wie yorher die den komplementären Index- 
kombinationen (Äi, ...Ar) und (Är+i, ...Ä«) entsprechenden Ordnungs- 
zahlen. 

Dann können die in (4) auf S. 325 durch Dk nnd A«' bezeichneten 
Unterdeterminanten r**' und r'*~ Ordnung jetzt durch Ugl und Ug'l be- 
zeichnet werden, da z. B. Da diejenige ünterdeterminante r^ Ordnung ist, 
welche der g^ Zeilenkombination (fl^, . . . Hg^ und der h^ Kolonnen- 
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kombination {V/^, ... Vh^ entspricht. Also schreibt sich die Laptaceache 
Determinantenrelation folgendermaCsen 

(1) 

Wir wollen nun die zuletzt abgeleitete Identität noch dadurch verall- 
gemeinem, dals wir in ihr die zu (Hg^, . . . Hg^) komplementäre Matrix 
{Hg^,^, . . . HgJ durch eine aus (n — r) anderen Horizontahreihen gebildete 
Matrix ersetzen. Es sei {fi,fsf. fr) eine yon {g^g^y ... 9r) yerschiedene 
Indexkombination; und {fr-^i, --.fn) die zu ihr komplementäre; es möge 
ifif'-fr) ^ der arithmetischen Reihenfolge der Indexkombinationen 
r*®* Ordnung die f^, und (/"r+i, .../*«) in der Reihenfolge der Kom- 
binationen (n — r)*®' Ordnung die f'^ sein; dann ist /*' = tv + 1 — /l Er- 
setzen wir nun in der obigen Identität die Zeilen (Hg^.^, -"BgJ der 
zweiten Matrix durch die Zeilen (fl^^_|_j, ... fl^J, so treten rechts nur 
an die Stelle der ünterdeterminanten u^g'l der Matrix (Hg^^^^, . . , Hg^ 
die entsprechenden ünterdeterminanten U/^A"der Matrix (H/.^^, ... B/^. 
Auf der linken Seite verschwindet die neue Determinante 

identisch, da unter der hier gemachten Annahme mindestens eine der 
Horizontalreihen H/^ mit einer Reihe Hg^ identisch ist, und unsere 
Gleichung geht daher über in 

(2) o^;^i-ir+^'utm (/^'> 

h 

Wir wollen diese Gleichung noch mit (— l)'^ ""^ multiplizieren, wo 

JF'=»/;+iH \-fn gesetzt wird, so dals in ihr F' an die Stelle von ö' 

tritt Dann können wir diese und die vorher gefundenen Glei- 
chungen (1) zusammengenommen in der Form schreiben 

(3) ^i-if''''4lun'-if>-\S\, 

WO |iS>|»|upA| und dfg Eins oder Null ist, je nachdem f^g also 
f ==g' ist, oder nicht. 

§3. 

Ist u^gl eine beliebige Determinante r^' Ordnung des Systemes (uit), 
so besitzt sie in der Entwicklung von 1 8 \ nach dem ZopJaceschen 
Determinantensatze in (1) des vorigen Paragraphen den EoefiKzienten 
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(1) 



(-ir+'4':2'-(-ir'+''«r2', 



80 dals die betreffende Detenninaiite das positive oder das negative 
Vorzeichen hat^ je nachdem die Summe der Diagonalindizes von Up'«, 
oder^ was dasselbe ist^ die von u^pk' gerade oder ungerade ist Wir wollen 
diesen Koeffizienten (1) die zu ^gl adjungierte Determinante 
nennen, und diese Beziehung so ausdrücken 



(2) 



adj.<i=(-ir+-«;ri'. 



9+=JO. 



Ebenso ist auch umgekehrt 

(2a) acy.i«i?2'=(- 

Betrachtet man also speziell ein System fOnfter Ordnung 



If'+^'u^i 



so ist z. B. 



««11» «1«. «*1», «*14> ««15 
«<»1> ««»»» «*»J> ««»4, ««15 
««Sl> ««S»> ««M» ««84» «<36 



««, «. 



Uuy «ij 



■41> "iat '»43» '•44> 
««Bl» «Bl> ««M> «<54, «B5 , 



adj. 



««»»» ««»5 



"at 



Um 



adj.«„=- 



««»1> ««»«» ««J4, «*«6 
«41, «*4I, ««44» ««45 
««BW ««5J> ««54, ««55 

Dann kann die allgemeine XopTacesche Determinantenrelation (3) 
auf voriger Seite folgendermalsen geschrieben werden 



««11, ««IS. ««14 

«««1> «*»», ««»4 

««51. «*6». ««54 

««11. ««1«. ««14, ««15 



(3) 



2««^')adj.«(^ = d,,|S|, 



A = l 



d. h. die Summe aller Produkte aus den Determinanten u^gl einer 
Matrix (Hg^^ . . . Hg^) und den entsprechenden adjungierten 
Determinanten einer Matrix (J?/,, . . . Hf^) ist gleich | iS> | oder 
gleich Null; je nachdem jene beiden Matrizen (j^, . . • Hg^ 
und {Hf^y . . . Hf^ einander gleich oder voneinander ver- 
schieden sind. 
Das System 

(adj. «W) = ((- 1)« +^^'«^2) (a'.»'-^. V-.....I) 

stimmt, abgesehen von der Reihenfolge und dem Vorzeichen der Zeilen 
und Kolonnen, mit dem (n — - rj^ abgeleiteten Systeme 
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Überein; denn um dieses System in jenes überzufOhren, braucht man 
ja nur die Reihenfolge seiner Zeilen sowohl als auch die seiner 
Kolonnen umzukehren und dann jede Zeile Hg' mit (—1)^; jede 
Kolonne Vk' mit (~ 1)^' zu multiplizieren. Da durch diese Ar die 
Zeilen und Kolonnen symmetrischen Operationen das Vorzeichen der 
Determinante nicht g^Lndert wird, so ergibt sich speziell 

(4) IS^^-'Hlu^'l-la^.«?]!. 

Wir können die Gesamtheit aller (tir)' l/iplaceschen Determinanten- 
relationen (3) auf S. 329 durch eine einzige Kompositionsgleichung zwischen 
drei Systemen der (w».)*" Ordnung ersetzen, wenn wir an Stelle des 
Systemes (a^j. (t^^'*])) ^ konjugierte, d. h. dasjenige in die Betrachtung 
einführen, welches aus (adj. (u^'2)) ^^^^^^ Yertauschung der Zeilen mit 
den Kolonnen hervorgeht. Wir wollen im folgenden die zu u^'') 
adjungierte Determinante immer durch j!^] bezeichnen, so dals also 

(5) ^l = adj. «^2 =. (- l)«+'«l?'i' 

ist, und wir wollen das aus diesen (tir)' Elementen gebildete System 
((-^p])) ^^B 2^ (^JTo) Acijungierte System nennen. Dann können 
wir die ZapZoceschen Determinantenrelationen so schreiben 



\8\, 0, ... ) 
0, |S|,... 



(6) 
oder 




i 


«1 


9,f\8\, 






<. «S, • 


••«it* 


'^i, ^S>. 


•••^^l 




(6a) 


<'» <> - 


••< 


5'» ^', 


.-.^^t 


» 






•r"r . 


M^> ^iv 


•••^i:V 






Bs ist also: 











0, 0, 



\s\ 



(6t) (<i)(41) = (l'8|), 

wenn unter (| S |) ein Diagonalsystem von der Ordnung n». verstanden 
wird, dessen Diagonalelemente samtlich gleich |iS>| sind. Da die 
Grundgleichung (1) auf S. 328 bei der Yertauschung der beiden Systeme 
(uJTg) und {u^g'li) ungeandert bleibt, so folgt leicht, dals auch umgekehrt 

(6c) (4'^)«]) = (l'8|) 

ist; die beiden Systeme {yij^^ und (J^''^ sind also miteinander vertauschbar. 
Gteht man in der Gleichung (6 b) beiderseits zu den Deter- 
minanten über, und beachtet dabei, dab die Determinante 
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I41l=l<'l 
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ist, so ergibt sich 

(7) \8'''\-\8"-''\ = \t4l\\<^\''\8\'r- 

Da die Determinante 1 8 \ nach dem anf S. 315 bewiesenen Satze 
eine irrednktible Funktion ihrer n' Elemente Un ist, so folgt aus dieser 
Gleichung; dab 
(7a) I<^l = *|5r, |«^»| = *|Sr' 

sein mufis; wo c = ± 1 und q + q/=znr ist. Zur Bestimmung des Vor- 
zeichens s und der Exponenten q und p' ersetzen wir das System (ua) 
durch ein Diagonalsystem (d), d. h. wir setzen 

d'dik 



Ua 



«,* = !, X,...n), 



WO d eine Variable bedeutet Dann wird nach dem auf S. 320 unten 
bewiesenen Satze 



und 






Jr-) . 



,y) I 



rs. 



jr-«. 



Also ergibt sich mit Hilfe dieser Gleichungen aus (7 a) 

P = :^ -n, = (n - 1)^-1, p'= (n - IV-i. 

Die Determinante des r^^ abgeleiteten Systemes S^"^ ist 
also gleich der (n — l)r.i^^ Potenz der Determinante des zu 
Ghnnde gelegten Systemes jS; die Determinanten der abgeleiteten 
Systeme sind also dann und nur dann gleich Null^ wenn das 
gleiche fOr |iIja| selbst gilt 

Ist speziell (uf^^) das erste System 

^If **12> •• • ^n 



so besteht das adjungierte System 

(4«) = (j„)= 



,<*«!; ^nif .«. ^nn 









aus allen n^ ünterdeterminanten der (n — 1)^*^ Ordnung, und zwar ist 
allgemein 
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^ ki 

d. h. die zu Uu gehörige ünterdeterminante ist mit dem positiven 
oder dem negativen Zeichen zu versehen, je nachdem die Index- 
snmme (i + k) gerade oder ungerade ist Bezeichnet man die Stellen 
der n^ Elemente von (A^q) schachbrettartig durch weiüse und schwarze 
Felder, und zwar so, dals A^^ ein weiüses Feld entspricht, so erhalten 
die auf weilsen bezw. schwarzen Feldern stehenden An das positive 
bezw. das negative Zeichen. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt speziell 

(7b) \4i\=\8r\ 

Dividieren wir die beiden Systeme von Determinantengleichungen 

durch \S\, wobei wir |/S>|^0 voraussetzen, und setzen dann zur Ab- 
kürzung (^j 

yPJ \s\ ^h/y 

so ergeben sich für die Elemente dieses neuen Systemes 

(8a) ra = (^) (..»-M....V) 

die Gleichungen 

^gh^hf gh ^hf "/^' 

dieselben können in die Eompositionsgleichungen 

(8b) («^])(«;?) = («;f?)«) = if^' («,=1 -.) 

zusammengefalst werden, in denen E^^^ das Einheitssystem n».^ Ord- 
nung (ßpg) bedeutet. 

Zu jedem der n abgeleiteten Systeme (u^'')) existiert ako, falls 
nur die Determinante | S \ des ursprünglichen Systemes von Null ver- 
schieden ist, ein mit ihm vertauschbares System, welches mit ihm in 
beliebiger Reihenfolge komponiert das bezügliche Einheitssystem er- 
gibt. Ein solches System soll auch in diesem allgemeinsten Falle ein 
zu (u^^^) reziprokes genannt werden (vergl. S. 138 flgd.). Ist |S|^0, 
so zeigt sich hier, dafs man die Elemente eines reziproken Systemes 
zu (u^^l) findet, wenn man alle Elemente des adjungierten Systemes 
(ilW) durch \8\ dividiert. 

Wir beweisen gleich, dafs es zu einem Systeme 8 aulser dem 
hier gefundenen kein anderes reziprokes System gibt. Ist nämlich T 
das soeben charakterisierte reziproke System, für welches also 
(9) ST^TS^E 
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ist, und wäre etwa TJ ein zweites System, für welches auch 

SU^E 
ist, so folgt aus der Gleichnng 

SU^ST 

durch vordere Komposition mit T und unter Berücksichtigung des fast 
selbstversi^ndlichen aber bald noch genau zu beweisenden Satzes, da(s 
auch für Systeme n^^ Ordnung das assoziative Gesetz gilt [vergL S. 60 
und 137 (2)] 

TSU^ (TS) U= EU^ U^ (rS)T= T, 

was zu beweisen war. Ist T das zu S reziproke System, so folgt jetzt 
aus der Symmetrie der Definitionsgleichung (9), dab auch S reziprok 
zu T ist. 

Ist dagegen \upg\ also auch lu^'*)! gleich Null, so gibt es überhaupt 
kein zu (u^^^^ reziprokes System; denn für zwei reziproke Systeme 
folgt ja aus der Gleichung (9) durch Übergang zu den Determinanten 

was unmöglich ist, wenn 1 MJJ") 1 = ist. 

Wenden wir die soeben bewiesenen Sätze speziell auf das erste 
System (w^^^) = (Wpj) an, so ergibt sich das Theorem 

Zu jedem Systeme (upq) von nicht verschwindender Deter- 
minante existiert ein einziges reziprokes System 

(10) («;,) = {^y 

dessen Elemente allgemein 

sind. Die Determinante des reziproken Systemes ist offenbar 
gleich jlp- 

Sind 8 und T zwei reziproke Systeme n*" Ordnung, besteht also 
die Gleichung 

(11) sr-js, 

so ergibt sich durch Übergang zu den abgeleiteten Systemen mit Hilfe 
des auf S. 321 bewiesenen Satzes unmittelbar 

(IIa) fif('">T<'">-JB<'">; 

denn aus der auf S. 320 unten gemachten Bemerkung folgt, dab das r^ 
abgeleitete System zu dem Diagonalsysteme E das Einheitssystem E^""^ 
der Ordnung tv ist. Es besteht also der Satz: 



354 Neanzehnte Vorlesung. 

Sind zwei Systeme S nnd T reziprok zueinander, eo 
sind auch die einander entsprechenden abgeleiteten Systeme 
8^''^ und T^''^ zueinander reziprok. 

Es sei nun S = (u ) ein beliebiges System n*^ Ordnung mit nicht 
yerschwindender Determinante \S\ und (Upq) sein reziprokes System. 
Bezeichnet man dann durch 

(««) und («;«) 

das r^ abgeleitete System bezw. von (Up,) und (y!^^), so besteht nach 
dem soeben bewiesenen Satze die Gleichung 

(12) w(«;n=(^^''). 

Ist aber anderseits 

(adj. «00) 

das zu (uf^^'j adjungierte System, also ^adj. u^^^ das konjugierte, so 
folgt aus der auf S. 330 bewiesenen Eompositionsgleichung (6 a) 

(«^>)(»dj.«W) = (|S|); 

dividiert man also alle Elemente yon (adj. u^^) und von (\S\) durch \S\, 
so erhalt man 

Da somit nach (12) und (12 a) beide Systeme 

(12b) («;n und C^) 

ZU (u^^ reziprok sind, so müssen sie identisch sein. Nun ist nach (10) 

(«-)=(flt)- 

Also gilt fQr die r^ abgeleiteten Systeme die Gleichung 

(18) «")-(^). 

und diese kann weg^ (l>2b), nachdem man noch alle Elemente auf 

beiden Seiten mit \S\^ multipliziert hat, folgendermalsen geschrieben 

werden 

(13a) (4'^)-(lSr^a4j.<;). 

Diese Gleichung zwischen zwei Systemen vertritt die folgenden 
(nrY Identitäten 

(13b) 4',^- jSI'^-^adj. tlJ2 (P-Pi'Pr.i'ii'-ir). 



§ 3. Die cToeo&Mche Determinantezirelation. 335 

Wir wollen zwei ünterdeterminanten r**' Ordnung von zwei Systemen 
(Apg) und (Upg), welche gleiche Indizes i nnd k haben, homologe 
ünterdeterminanten nennen. Dann können wir den Inhalt der 
Gleichungen (13 b) in dem folgenden zuerst von Jacobi bewiesenen 
Satze aussprechen. 

Eine ünterdeterminante r^ Ordnung des Systemes (Äpg) 
ist gleich der zur homologen Determinante des Systemes (Ugp) 
adjungierten multipliziert mit der (r — 1)*^ Potenz der Deter- 
minante \Upg\, 

Sind also / \ / \ 

1> = (jPi; • "Pr)f 2 — (?i; . . • ir) 

die den Werten p und q entsprechenden Indexsysteme und 

l>'=(l>r+l, ...1>«), «'=(2r+l, ...2n) 

die kompIemenISren Systeme, so lautet die Identität (13b) aus- 
geschrieben folgendermaGsen 



(13c) 



= (_l)i'+«.|S| 



r— 1 



^«r+lJ»r+l' •••^ffr+lPn 



^Qr-^iPr+V • • • ^9r+iPn 



^9nPr-\-l9 ••• ^inPn 



und durch einfachen Grenzübergang überzeugt man sich, dals der Satz 
in dieser Form auch in dem Falle | iS { » gilt 

Für r = 1 erhalt man so die Definitionsgleichungen für das 
adjungierte System {Apg) selbst. Nimmt man |iS|=0 und r^2, so 
folgt aus den Gleichungen (13 a) 

wenn man hier, wie stets im folgenden, unter einer Gleichung S^O 
versteht, dals alle Elemente des Systemes S verschwinden. 

Besitzt also ein System (Upq) die Determinante Null, so 
sind die aus dem adjungierten Systeme (Apg) gebildeten Deter- 
minanten der zweiten, dritten, . . . n*^ Ordnung samtlich NulL 
Wir können dieselbe Tatsache in anderer Form folgendermaJben 
aussprechen: 

Ist die Determinante eines Systemes gleich Null, so sind 

in der adjungierten Determinante die entsprechenden Elemente 

je zweier Horizontalreihen einander proportional 

Sind nämlich in dem adjungierten Systeme (Äpg) nicht alle 

Elemente Null, und ist etwa Ä^^ ^ 0, so folgen ja aus den (n ^ 1) 

nach dem vorigem Satze bestehenden Gleichungen 
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A^iAu — A^iAu = 


««j,...«) 


die (n — 1) Proportionen 




und analog wird der Satz für die anderen Zeilen bewiesen. 


DaJb nm- 



gekehrt alle Determinanten zweiter^ dritter, . . . n^^ Ordnung yon (Apq) 
verschwinden, wenn die entsprechenden Elemente je zweier Zeilen jenes 
Systemes proportional sind, liegt anf der Hand. 

§4. 

Die bis jetzt gefundenen Resultate über die abgeleiteten und die 
reziproken Systeme wollen wir nun benutzen, um ein System von 
beliebig vielen linearen Gleichungen mit beliebig vielen unbekannten 
auch in dem Falle vollsi»ndig au&ulosen, dals die Koeffizienten nicht 
unbestimmte GröJsen, sondern gegebene Zahlen sind. Genau ebenso 
wie auf S. 171 flgd. werden wir durch diese Frage unmittelbar zu 
dem wichtigen Begriffe des Ranges der Systeme hingeführt 

Auch hier wollen wir zimachst den Fall homogener linearer 
Gleichungen behandeln, auf den dann die Auflosung nicht homogener 
linearer Gleichungen leicht zurückgeführt werden kann. 

Wir wollen ebenso, wie das a. a. 0. geschah, unserer Aufgabe die 
folgende Form geben: 

In welcher Weise wird die Variabilität der n Veränderlichen 
Xij X2, ...a^n durch die Bedingung beschrankt, dals die m 
homogenen linearen Funktionen derselben 

samtlich verschwinden sollen? 
Die Koeffizienten apq dieser Funktionen sollen jetzt beliebig gewählte 
bestimmte Zahlen sein. 

Wir betrachten nun die aus diesen Koeffizienten gebildete Matrix 

«=(««) Citi.:::) 

und zugleich die zugehörigen abgeleiteten Systeme S^^\ 8^^\ ..., wo 

allgemein »«-(«i']) (*-i, ...••) 

ist und deren Anzahl nach der auf S. 821 oben gemachten Bemerkung 
gleich der kleineren unter den beiden Zahlen m und n ist. Dann kann der 
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Fall eintreten, dals von diesen Systemen gewisse in der Weise ver- 
schwinden, dafs alle ihre Elemente Null sind. 

Ist 5^^^» ^a^^)^ sO, so erkennt man leicht, dals alle folgenden 
abgeleiteten Systeme ebenfiedls yerschwinden. Sind nämlich alle unter- 
determinanten q^^ Ordnung der Matrix (a,,) Noll, und entwickelt man 
irgend eine ünterdeterminante (p -f 1)^ Ordnung 



P9 



^Poqo9 «^A>9i> 



^Pi9of ^Pi9i9 



*PoqQ 



a, 



'Pi9q 



^Pq 9of ^Pq9i9 • • • ^Pq 9g 

nach den Elementen irgend einer, etwa ihrer ersten Horizontalreihe, 
so sind die Koeffizienten der (p + 1) Elemente aj^ q^ Determinanten 
Q^ Ordnung des Systemes (a^^^), welche alle nach der Voraussetzung 
Null sind; und hiermit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Es sei nun in der Beihe der abgeleiteten Systeme 

das letzte nicht verschwindende, während das folgende S^^"^^^ und somit 
auch alle späteren Systeme Null sind. Dann wollen wir sagen, das Eoef fi- 
zientensystem (apg) besitzt den Bang r. Ein solches System ist 
also dadurch charakterisiert, dals mindestens eine seiner Determinanten 
r^ Ordnung von Null verschieden ist, während alle seine Determinanten 
(r + 1)***' oder höherer Ordnung Null sind. 

Wir können und wollen voraussetzen, dafs schon die erste ünter- 
determinante r^ Ordnung a(^> von Null verschieden ist Wäre dies nämlich 
nicht der Fall, und es wäre etwa a^'*) ^ 0, wo der Index p der Zeilen- 
kombination (PifPif'Pr) nnd q der Kolonnenkombination (&;&,••• 9r) 
entspricht, so können wir die Bezeichnung der Gleichungen f^, .../m 
sowie die der Variablen x^, .,.Xn so verändern, dals die Determinante 
a^"^ an die erste Stelle rückt. Die Elemente von a^''^ sind immlich die 

P9 P9 

Koeffizienten von x^^, ---^9r ^ ^®^ Funktionen fp^, .-. fp^> Numerieren 
wir also die Gleichungen so, dafs fp^, ...fp^ iie r ersten Stellen erhalten, 
und bezeichnen wir femer die Unbekannten so, dals x^ 



9x9 



''9r 



die 
r ersten werden, so ist bei dieser neuen Bezeichnung in der Tat a^^) ^ 0. 
Es sei also jetzt das Eoeffizientensystem (a,^) vom Bange r und 
^u ^ ^> ^^ kann man, wie wir jetzt beweisen wollen, die m — r 
letzt^ Funktionen /*r+i, • * . /U homogen und linear durch die r ersten 
darstellen, d. h. es bestehen m — r Gleichungen 

(2) fi - ßij^ + ßij^ + '-+ßirfr «-r+ 1, . . . m). 

Kroneoker, Detenninant«n. 28 
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Ist das bewiesen, so folgt sofort, dals durch das Gleiobnngssystem 

/i = 0, ...fr=0, /;+i=o, ...f^^O 

die Variabilität von x^, ...rTn in genau derselben Weise beschrankt 
wird, wie durch die r ersten Gleichungen 

allein, da jede Lösung des zweiten Systemes infolge der Gleichungen (2) 
auch die m — r letzten Gleichungen des ersten befriedigt Diese m — r 
letzten sind also eine notwendige Folge der r ersten und können 
daher einfach fortgelassen werden. 

Zum Beweise bilden wir die Determinante der (r + 1)*^ Ordnung 

f%} ^xy ^%9 ...(hr 
(3) 

/r, örl> (^rif • • • (h-r 
fi, Gitf <li2f '"0,ir 

WO fi irgend eine der Funktionen /*r+ii •••/*m bedeutet. Entwickeln 
wir die Determinante zunächst nach der ersten YertikaLreihe, so ergibt sich 

(3a) fUu + fUu + • • • + frÄri + fiA,, 

wo Auj ...Art, A^ die zu f^, .,.frf fi gehörigen ünterdeterminanten 
r^ Ordnung dieser Determinante sind, und wo der Koeffizient ^a o^^] 
nach der Voraussetzung sicher von Null yerschieden ist 

Anderseits erkennt man aber sofort, dafs die obige Determinante (8) 
identisch verschwindet Ersetzt man nämlich die linearen Funktionen fk 
durch ihre Werte, so ergibt sich 

\fh) (^kU ...ÖAr| = |öAlflJl+ «AS^jH h CthnXnf «AI, • • • «Ar | 

= ^1 I «AI; «All . . .«Ar |H hXr\ajir, «AI, • • .ÖÄr|H ha^|öÄ«; C^hlf • • .ÖAr|, 

(A-1, 2, ...r, 

und alle Koeffizienten von x^, .,.Xn sind Null, die r ersten, weil sie 
Determinanten mit je zwei gleichen Vertikalreihen sind, die n — r letzten, 
weil sie Determinanten (r + 1)^ Ordnung des Systemes S^''"*"^^ sind, 
welche nach der Voraussetzung alle yerschwinden. Also ist die lineare 
Funktion (3 a) Null, und aus dieser Gleichung folgt 

(3b) _/;_/i^ + ^,:^+... + /;^' (*-r+i....-x 

WO der Nenner A^ sicher von Null verschieden ist. Die n Funktionen 
(fij "frf /r+i) •••/«) sind also in der Tat durch die r ersten unter 
ihnen (f^, ...fr) linear und homogen darstellbar. 
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Nennen wir wieder wie auf S, 12 zwei Systeme (/i, /i, .../In) 
luid {g\7 g%j "»gn) ^on homogenen oder auch von nicht , homogenen 
Linearformen ä quiyalent; wenn jede Form fi homogen nnd linear 
durch (ff^y »'-gn), luid wenn umgekehrt auch jede Form g^ homogen 
und linear durch (f^, ...fm) niit konstanten Koeffizienten darstellbar 
ist, so kann das soeben gefundene Resultat in dem Satze aus- 
gesprochen werden: 

Besitzt das Eoeffizientensystem (apq) den Bang r, so ist 
das System (f^, ...fry -"fm) ^on m Linearformen äquivalent 
einem jeden Partialsysteme (f^, ...fr) von nur r unter diesen 
Funktionen, dessen Eoefißzientensystem denselben Bang r besitzt 
Betrachten wir allgemeiner irgendwelche r + 1 unter diesen m Linear- 
formen und bezeichnen wir diese jetzt durch f^^\ f^\ *"P^^ nnd ihre 
Eoeffizienten durch , ^^^ ^^^ 

öl , ön 

(h 9 ö„ 

V Äi , On 

SO ist ihr Eoef&zientensystem entweder ebenfalls yom Bange r oder 
von niedrigerem Bange, da dasselbe ja aus gewissen (r + 1) Horizontal- 
reihen H^% ES^\ ...W^^ der Matrix (apj) gebildet ist Dann besteht 
auch für diese Funktionen stets eine Identität 

(4) ^W/'W + ^W/^i) + • . . 4- A^'^'^n^) = 0, 

deren Eoeffizienten Ä^^\ Ä^^\ . . . -l^'*) nicht sämtlich NuU sind. Ist 
nämlich der Bang des Systemes (flW, E^^\ . . . H^''^) gleich r, so folgt 
die Bichtigkeit unserer Behauptung aus dem soeben bewiesenen Satze; 
ist jener Bang aber kleiner als r, so besteht die obige Gleichung schon 
fOr weniger als (r + 1) ▼on diesen Funktionen, also a fortiori für 
diese selbst 

Ersetzt man in der Identität ^4) die Linearformen /^*> durch ihre 
Ausdrücke a!i^Xi + c^^Xt + •*' + c^^Xn und beachtet, dals dann die 
Eoeffizienten der n Variablen x^^ für sich NuU sind, so erhalt man die 
folgenden n Gleichungen für die Elemente yon H^% H^^\ ...E^^^ 

(4a) ^<^>4^>+^^^^4^>+...+ ^<^>a^>-0 (e-i,^,...«) 

oder in abgekürzter, leicht yerständlioher Schreibweise 

(4b) ulWHW + ^a)H(i) + . . . A^r)H{r) « 0. 

Den hieraus sich ergebenden Satz können wir, wie man leicht erkennt, 
in der folgenden Weise aussprechen: 
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Ist die Matrix (apq) vom Bange r, so bestellt zwischen 
den entsprechenden Elementen yon je r + 1 Horizontalreihen 
stets eine lineare homogene Gleichnng yon der Form (4 a) 
oder (4b); deren Eoefißzienten nicht samtlich gleich Null sind. 

§5. 

Mit Hilfe der bis jetzt gefmidenen Resultate wollen wir nun ein 
System yon m homogenen linearen Gleichungen 

(1) fi — anXi + QiiXt + h ainXn = (» = 1,2,. ..m) 

yoUsiandig auflösen. Hierzu schicken wir einige Bemerkungen über 
die Lösungen solcher Gleichungen voraus. Es seien 

J^«(Bi, JB|,...B„) 
irgend zwei partikuläre Lösungen der Gleichung (1), so daJs sowohl 
Xi = Ai als auch Xi=^Bi (f=i,2,...ii) 

dieselben befriedigen. Wir denken uns diese Lösungen auch ab- 
gekürzt durch H^ und H^ bezeichnet. Dann folgt ohne weiteres, dab 
die Zahlen 

aH^+bH^'^iaA^+bBi, aA^ + bB^, ...aAn + hBn) 

ebenfalls eine Lösung bilden, wenn a und h beliebige Zahlen sind. 
Sind allgemeiner 

.o\ ^^ "^ (^«1' A^, ...Ain) 

K^J : 

•'-^q'^ \Aifif A^if, . , A^t,) 

Q partikulare Lösungen der Gleichungen (1), und bedeuten tiyt^,,..t^ 
Q beliebige Eonstanten, so folgt ebenso, dals das Zahlensystem 

(2a) (t,H, + ^^. + t^H^)^{t,A,, + ^^. + t^A^i,...t,Atn+''' + 
auch eine Lösung yon (1) bildet. 
Mehrere partikulare Lösungen 

(3) 5x = (^xl, A2,...^«n) (it-l,f....*) 

der Gleichungen (1) sollen nun unabhängig helGsen, wenn keine 
yon ihnen durch die Z; — 1 anderen in der Form (2 a) darstellbar ist Man 
erkennt nun leicht, da(s diese Lösungen dann und nur dann unabhängig 
sind, wenn der Bang der aus jenen Je Horizontahreihen gebildeten Matrix 
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tk-i 



^^*-i,e) 



(^=-1, !....••), 



genau gleich Je ist. Ist nämlich jener Bang kleiner als Je, so besteht 
nach dem auf S. 340 oben ausgesprochenen Satze zwischen den ent- 
sprechenden Elementen von H^, >..Sk eine homogene lineare Gleichnng 

(4) <,fli+<3£r3 + ... + fefl* = 0, 

deren Koeffizienten nicht sämtlich verschwinden; ist also z. B. tk ^ 0, 
so folgt aus ihr die Gleichung 

(4a) fli = -(^Bi + ...+ *^fl,_,), 

oder ausgeschrieben 

(4b) Ä,, (^^x. + - 

d. h. die Jc*^ Lösung ist eine Folge der X; — 1 übrigen. Ist dagegen 
der Rang des Eoeffizientensystemes (A^k) gleich Je, so können die 
n Gleichungen (4b) nicht bestehen^ da aus ihnen eine Gleichung Yon 
der Form (4) folgen würde, deren Existenz mit der über den Rang 
Yon (Ägn) gemachten Annahme im Widerspruch steht. 

Wir beweisen jetzt, dals ein System (1), dessen Eoeffizienten- 
system den Rang r besitzt, genau n — r unabhängige Lösungen 
besitzt. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns das System 

(fu"'frffr-{-l,-"fm) 

Yon Yomherein durch das ihm äquiYalente (/*i,.../*r) ersetzt und 
nehmen wieder die Variablen so bezeichnet an, dafs in den r Gleichungen 

/i = Ojl iCl H h airXr + air+1 a?r+l H h «In a?fi = 

(5) : 

fr *= Ctrl^i H [- arrXr + «r.r+l i^r+l H h «rfi 3?« «■ 

die den r ersten Unbekannten entsprechende Determinante r^' Ordnung 

(6) \agk\ (j^,A = l,I,...r) 

Yon Null Yerschieden ist. 

Wir ergänzen nun die aus den nr Eoeffizienten a^ gebildete Matrix 
durch Hinzufügung Yon n — r geeignet gewählten Horizontalreihen 
HrJ^t, ...Hn zu einem quadratischen Systeme 



(7) 



(a^)' 



(hiy 



Ctrlj 



ai« 



(h-n 



.»«1, ann 



«,A-l,I,...ii) 
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Yon n' Elementen mit nicht yerschwindender Determinante. Dies ist 
stets und zwar auf unendlich Tiele Weisen möglich; es genügt schon 
für das zu (a^^) ui_(6) kom^ementare System, d. h. für das letzte 
Partialsystem yon (Hr+i, . . . Hn) eiii solches Yon nicht verschwinden- 
der Determinante, z. B. das zugehörige Einheitssystem zu wählen, und 
die r ersten Yertikalreihen yon (Sr+i, . . . H^ durch Nullen auszufüllen; 
denn dann reduziert sich nach dem LapUicesclien Determinanten- 
satze |a,ib| in (7) auf das Produkt Yon \agk\ in (6) und der kom- 
plementären Determinante. 

Bilden wir nun das zu (an) reziproke System 



(8) 



K)' 



1^ 



"^Irf \r-^V"' 



^\n 



••«i.r>««,r+l^- ••«..•/ 



SO beweisen wir leicht, dals die Elemente seiner n — r letzten Yertikal- 
reihen f r 



(9) 



ein YoUstandiges System linear unabhängiger Lösungen der Gleichungen (5) 
bilden. 

Aus den Eigenschaften reziproker Systeme folgt nämlich zunächst 

Legt man abo Je irgend einen der Werte r + 1, r -f 2, . . . n bei 
und lälst dann i die Werte 1, 2, ... r durchlaufen, so wird da stets 
gleich Null, weil i<Jc ist, und man erkennt so, dals die Elemente 

jeder dieser n — r letzten Kolonnen (F/^.!, . . . VJ,) eine Lösung der Glei- 
chungen (5) sind. Diese Lösungen sind aber auch linear unabhängig; 
denn wären alle Determinanten (n — r)*" Ordnung Yon 

in (8) gleich Null, so folgte aus dem ZopZoceschen Determinantensatze, 
dab I a[k \ — sein mülste gegen unsere Voraussetzung. Diese (n — r) 
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Vertikalreihen bilden abo wirklich ein System von n — r nnabhangigen 
Lösungen unserer Gleichungen. 

Wir heben noch speziell ab Folgerung aus diesem Satze das 
folgende Theorem hervor: 

Ein jedes System Yon m linearen homogenen Gleichungen 

mit n Unbekannten besitzt, falls m <n ist, mindestens eine 

wesentliche^ d. h. yon den trivialen (Xi = 0) verschiedene Losung. 

Ist nämlich der Rang des Eoeffizientensystemes gleich r, so ist 

r ^m <ny und nach dem soeben bewiesenen Satze haben jene 

Gleichungen sicher n — r linear unabhängige wesentliche Losungen. 

Mehr ab n — r unabhängige Lösungen können aber die Glei- 
chungen (5) nicht haben. Sind nämlich 

(10) : 

-Hii— r+l = (^— r+1,1; ^ — r + l,I, • • • ^— r + l,n) 

n —r + 1 Lösungen, und bildet man eine aus ihr folgende Lösimg 

CjJBl H h Cn— r+l -fffi— r+1 = (-^j, A^, ... Ar, -4r+i, ... J^, 

SO kann man über die n — r + 1 Konstanten c^, ...c«_r+i so ver- 
fügen, dals die n — r letzten Zahlen Är+i, -.• An sämtlich Null sind, 
weil nach dem soeben angegebenen EoroUare die n — r homogenen 
linearen Gleichungen (-4^+1« 0, ... ^= 0) mit den n — r + 1 Un- 
bekannten Ci, ... Cn-.r+i stets eine wesentliche Lösung zulassen. Da aber 
die so sich ergebenden Zahlen (A^, ...Ar,0,...0) die Gleichungen (5) 
befriedigen, so bestehen für die r ersten Zahlen A^,...Ar die 
Gleichungen a,,A + - + o^rA^'O 

arlAi+ f-Orr^- — 0, 

deren Eoeffizientensystem (a,*) nach der Voraussetzung eine von Null 
verschiedene Determinante hat. Also folgt aus ihnen, dab auch 

ist, d. h., dals zwischen den n — r + 1 Lösungen (10) die Gleichung 

Ci-ffj H h C^ — r + lÄi— r+l = 

besteht Daher bilden die vorher gefundenen Lösungen (9) wirklich 
ein vollstiLndiges System linear unabhängiger Lösungen, aus der jede 
andere Lösung linear und homogen zusammengesetzt werden kann. 
Somit ergibt sich das folgende Resultat: 
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Ist ^ 

fi =^ O'ihXk = (. = 1,1,. ..m) 

ein System Yon m linearen homogenen Gleichungen mit 
n unbekannten, dessen Eoeffizientensystem | an \ Yom Range r 
ist; so sind gewisse {m — r) unter diesen Gleichungen eine 
Folge der r übrigen, und können abo fortgelassen werden. 

Ein solches Gleichungssystem yom Bange r besitzt dann 

genau n — r linear unabhängige Losungen, aus denen alle 

anderen homogen und linear zusammengesetzt werden können. 

Man kann die YoUstandige Auflösung der r Gleichungen (5) noch 

in einer anderen Weise erhalten. Schreibt man sie nämlich in der 

folgenden Form 

(11) aklXi + '" +a*ra?r = - (aA,r+ia?r+l H Va^X,) (* = 1.2....r) 

und setzt dann zur Abkürzung 

a*0=» — (öf*,r + l^r + l H h aknX^ (* = l,S,...r), 

SO lassen sich die r linearen nicht homogenen Gleichungen 

(IIa) akix^ H h akrXr = a^o 

nach x^j . , .Xr auflösen, weil die Determinante 

|a*,| (»,1-1,1,.. .r) 

n. d. y. Yon Null verschieden ist. Ist nämlich 

(ai,) (t,I = l,I,...r) 

das zu {ajci) reziproke System, so finden wir allgemein Xi^ wenn wir 
die erste der Gleichungen (IIa) mit Oij, die zweite mit Osi, . . ., die letzte 
mit aJri multiplizieren und dann alle Produkte addieren. Wegen 
der Fundamentaleigenschaften reziproker Systeme wird dann nämlich der 
Eoefßzient yon Xi gleich Eins, und alle anderen Unbekannten erhalten 
den Koeffizienten Null; es ergibt sich daher die vollständige Auflösung 
der Gleichungen in der Form 

Xi =» aJi Oio + • • • + ölrörO 



(12) 



= — '5^a|ik(a*,r + l Jr + l + h aknX^ 0-1,. ..n). 

t=l 
Ist also das Eoefßzientensystem von m homogenen linearen 
Gleichungen mit n Unbekannten vom Range r, so bestimmen 
sich gewisse r unter den n Unbekannten eindeutig ab homo- 
gene lineare Funktionen der (n — r) übrigen, deren Werte völlig 
willkürlich angenommen werden können. Durch die Forderung, 
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dafs jene m Fmiktioneii ft yerschwinden sollen, wird abo die 
n fache Mannigfiedtigkeit der n Variablen a^, x^y . . . Xn auf 
. eine (n — r) -fache herabgemindert. 
Man erkennt leicht, dab die in (12) angegebene YoUstandige 
Losung ein spezieller Fall der in dem vorigen Satze auf S. 344 oben ge- 
fiindenen Darstellung durch die n — r linear unabhängigen Losungen (9) 
isi Der einfache Beweis dieser Behauptung mag dem Leser über- 
lassen bleiben. 

§6. 

Aus diesem Resultate kann nun leicht der entsprechende Satz für 
den Fall Yon beliebig Tielen nicht homogenen linearen Gleichungen 

fi'^^o+^hi ^+ H ^» ^n^ 

(1) : 

hergeleitet werden. Wir gelangen dazu durch die folgende Betrachtung, 
welche für den Fall yon drei Gleichungen bereits auf S. 176 flgd. an- 
gestellt wurde. Neben dem Systeme 

(oto, a*!, ...a*n) = (Fo, V^,... F«) (*=i. «....»•) 

aller m{n + l) Gleichungskoef&zienten wollen wir die Matrix 

(a*l, ...0*n)= (Fi,...F«) (*-!,«,. ..m) 

der mn Koeffizienten von Xi,...Xn betrachten und ihren Bang be- 

ziehlich durch ^,^ ^. , -n/rr\ 

•B(Fo; Vi) und R{Vi) «-i,i,...«) 

bezeichnen. Dann ist offenbar stets 

da nämlich das erste System ein Teil des zweiten ist, so sind sicher 
alle Determinanten einer beliebigen q*^ Ordnung von (F<) Null, wenn 
alle Determinanten derselben Ordnung von (F^; Vi) yerschwinden. 

Ist nun zunächst der Rang jener beiden Systeme gleich, so können 
wir leicht zeigen, dals genau derselbe Satz wie der soeben für homo- 
gene Gleichungen aufgestellte besteht Li der Tat, sei 

B(F,)-B(Fo; Vi)^r, 
so enthält das System (F^,... Vn) sicher mindestens eine nicht yer- 
schwindende Determinante r^^' Ordnung, und wir können wieder die 
m Gleichungen und die n unbekannten yon yomherein so bezeichnet 
yoraussetzen, daJs die erste dieser Determinanten 

\aik\ (rf,*-1.2,...r) 
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von Null verschieden ist, während alle Determinanten (r + 1)*" Ord- 
nung des ganzen Systemes (Fq, Vi,... Vn) Null sind. Dann zeigen 
wir genau ebenso wie vorher, dafis das System (fi, ...fr, "-fm) äqui- 
valent ist dem Systeme (fi, .^.fr)} welches aus den r ersten Funktionen 
gebildet wird, und dab durch Auflösung nach x^y...Xr der r ersten 
Gleichungen, welche in der Form geschrieben werden können 

Xi,...Xr linear, aber nicht homogen, durch Xr^i,...Xn ausgedrückt 
werden. 

Ist also der Rang r des vollen Systemes (Fq; Vi) gleich dem des 
Systemes (F») der Koeffizienten von (xi,...Xn), so werden durch das 
Gleichungssystem gewisse r unter den unbekannten linear, aber nicht 
homogen, durch die (n — r) übrigen dargestellt. 

Es sei jetzt zweitens 

JB(FO<B(Fo;FO; 

dann zeigt man leicht, dals jene m Gleichungen (1) überhaupt nicht durch 
endliche Werte von (pc^, ,..Xn) befriedigt werden können. Ist nämlich 

SO denken wir uns auch hier die Gleichungen von vornherein so be- 
zeichnet, dals unter den Determinanten r^' Ordnung aus dem Eoeffi- 
zientensysteme der r ersten Funktionen (fw-.fr) mindestens eine von 
Null verschiedene sich befindet. Dann beweisen wir zunächst genau so, 
wie dies auf S. 338 für homogene Gleichungen geschah, dals die (m — r) 
letzten Gleichungen (/r+i=» 0, .../*m— 0) eine notwendige Folge der 
r ersten, mithin für die Beschränkung der Variabilität von {x^, ,..Xn) 
überfiüssig sind. 

Die r ersten linearen Funktionen schreiben wir nun in der 
folgenden Form 

/i = »10 + gt 

fr'=arO + gr, 

wo allgemein die Gh-ölsen 

(3) 9i-='aitXi+ aifX2+ h ainXn «-l.l....r) 

homogene lineare Funktionen von (xi,...Xn) sind, fElr deren Eoeffi- 
zientensystem der Rang nach der Voraussetzung kleiner als r isi Nach 
dem soeben f[Lr homogene Funktionen bewiesenen Satze kann man 
abo r nicht sämtlich verschwindende Zahlen t^, ...tr so finden, dab 
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(4) t,9^+t,g,+ -+trgr=0 

ist Mnltipliziert man also allgemein die i^® Funktion fi in (2) mit ti 
nnd addiert dann alle diese Produkte^ so erhält man 

(4a) ^i/i H h trfr== t^OiO + ^ ^rörO, 

wo die rechts stehende Eonstante 

(6) C = ^aioH hUaro 

notwendig von Nnll verschieden ist. Wäre nämlich (7=0, so be- 
stände zwischen den r Funktionen fi, .*.fr die identische Gleichung 

tlfl+'-' + trfr^O, 

was, wie auf S. 341 oben bewiesen wurde, unmöglich ist, da ihr Eoeffi- 
zientensystem nach der Voraussetzung den Bang r besitzt. 

Jede Losung der Gleichungen /*^=: 0, .../).= mülste nach (4a) 
auch die Gleichung . ^ , ... ^ 

befriedigen, und dies ist offenbar unmöglich, da für sie die linke Seite 
jener Gleichung verschwindet, während die Eonstante rechts von Null 
verschieden ist. Es ergibt sich also der Satz: 

Ein System von m linearen nicht homogenen Gleichungen 

fi'^UiO+UnXi'i \-UinXn^O «-l,S,...m) 

besitzt dann und nur dann überhaupt eine Lösung, wenn 

ist. Ist r der gemeinsame Bong jener beiden Eoeffizienten- 
systeme, so sind diese m Gleichungen äquivalent einem Systeme 
von nur r unter ihnen, und ihre Lösungen bilden eine (n — r)- 
fache Mannigfaltigkeit, da sich r der Unbekannten als lineare 
nicht homogene Funktionen der (n — r) übrigen ergeben, welche 
ihrerseits völlig beliebig angenommen werden können. 
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Division. — Die mit einer Matrix zusammenhängenden Systeme. — Das konjugierte 
und das reziproke System. — Die Systeme, deren Elemente rationale Funktionen 

einer Variablen sind. 

§1. 

Ebenso ; wie dies in der dritten Yorlesnng fOr die Systeme yon 
drei Horizontabreihen geschah^ wollen wir im folgenden die Matrizen 
Yon beliebig Tielen Zeilen und Kolonnen einer genaueren Untersuchung 
unterwerfen; um die so gewonnenen Resultate dann auf die Theorie 
der bilinearen und quadratischen Formen, auf die Untersuchung der 
höheren Mannigfaltigkeiten, femer auf die Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, die höhere Zahlentheorie und auf andere Fragen 
anwenden zu können. Wir werden erst dann sehen, ein wie brauch- 
bares Werkzeug die Determinante fOr die gesamte Mathematik ist. 
Hier ist es aber zunächst unsere Aufgabe, dieses wirksame Werkzeug 
auch handlich f&r den Gebrauch zu gestalten, und zu diesem Zwecke 
wollen wir jetzt Vorschriften f&r das Rechnen mit Systemen oder 
Matrizen aufstellen, durch welche der sonst notwendige zum Teil 
recht komplizierte Rechenapparat Yöllig entbehrlich wird. Wir werden 
sehen, daJs die Betrachtung der Matrizen nichts anderes ist, als eine 
Erweiterung der elementaren Arithmetik. Die hier darzulegenden 
Prinzipien sind eine Präzisierung und Fortbildung der bereits in der 
neunten Vorlesung fOr Systeme Yon neun Elementen durchgeführten 
Betrachtungen. 

Wir wollen im folgenden die betrachteten Systeme 

(cHk), (pik), (Cik),... U*-l,2,...«) 

stets durch einzelne Buchstaben, und zwar im allgemeinen durch die 
zugehörigen grolsen lateinischen Buchstaben 

^, Jjf O, • • • 

bezeichnen. Die Anzahl der Elemente braucht nicht angegeben zu werden, 
denn wir wollen ein fOr allemal festsetzen, dals, falls zwei Systeme A 
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und B etwa nicht gleich Tiele Zeilen (oder Kolonnen) haben sollten, 
dieser Defekt durch die HinzufELgong von Zeilen oder Kolonnen aus- 
geglichen werden soll, deren Elemente lauter Nullen sind. Bei der- 
selben Festsetzung können wir auch die betrachteten Systeme stets ab 
quadratisch voraussetzen, da wir eine rechteckige Matrix durch die 
entsprechende HinzufÜgung Yon Null-Beihen zu einem quadratischen 
Systeme erganzen können und woUen. Wir wollen daher im folgenden 
stets Systeme n^ Ordnung, d. h. solche mit n' Elementen ab gegeben 
annehmen. 

Unter einer Gleichung 

zwischen zwei Systemen verstehen wir, dals jedes der n^ Elemente 
von Ä dem entsprechenden Elemente von B gleich ist. Diese Glei- 
chung ist abo nur ein einfacherer Ausdruck fOr die n' Gleichungen 

öa=&a «,4=1,1,. ..«). 

Wir hatten bisher das Einheitssystem n^' Ordnung 

1,0,... 0^ 
0, 1, ... 



(9n) 



(i,*-l,2,...#i) 



lo,o,...ij 

gleich E gesetzt. Wir werden diese Bezeichnung auch im folgenden, 
besonders in den Fällen beibehalten, dals wir Systeme verschiedener 
Ordnung betrachten; wir werden die Einheitssysteme verschiedener 
Ordnung dann häufig durch Indizes unterscheiden, so dals sie durch 
El, E^, . . . bezeichnet sind. Wenn wir aber, wie in der vorliegenden 
allgemeinen Untersuchung, immer Systeme gleicher Ordnung betrachten, 
so können wir ohne Furcht vor Milsverständnis das Einheitssystem 
durch die Zahl 1 bezeichnen. Allgemein wollen wir jedes „Diagonal- 



system" 



fa,0, 
0,a, 



0, 0, ... 

welches in der Diagonale dieselbe Zahl a enthält, durch die Zahl a 
bezeichnen. Hiemach müssen wir das System, dessen Elemente sämt- 
lich gleich Null sind, durch bezeichnen. 
Dann sagt abo die Gleichung 

^ = 
aus, dals alle n^ Elemente aa des Systemes Ä gleich Null sind. 
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Wir wollen jetzt die elementaren Rechenoperationen f&r die Ver- 
bindung der hier betrachteten Systeme n^' Ordnung so definieren, daÜB 
jede Verbindung beliebig Tieler Systeme mit ihrer Hilfe wieder ein 
ein- oder mehrdeutig bestimmtes System n^^ Ordnung ergibt. 

Unter der Summe Ä + B zweier Systeme 

Ä^(an) und JB=(6a) 
wollen wir das System 

Ä + B^{aa+ba) 
yerstehen, dessen Elemente dk gleich der Summe der beiden ent- 
sprechenden Elemente a^ und ba sind, und die Summen Yon mehr 
als zwei Systemen sollen in entsprechender Weise definiert werden. Für 
die so defiinierten Summen besteht dann das sogenannte kommutatiye 
Gesetz; es ist nämlich offenbar 

Ä + B = B+Ä, Ä + B+C-='Ä + C+B, 
femer gilt auch das sogenannte assoziative Gesetz; es ist nämlich 

Ä + (B + C)^(Ä + B) + C] 

kurz es gelten alle fdr die Addition yon Zahlen bestehenden G^etze 
auch fOr die Addition yon Systemen. Ebenso verstehen wir unter der 
Differenz zweier Systeme Ä und B das System 

^--B = (aa-6a) 

und nennen Ä den Minuendus, B den Subtrahendus. 

Sind speziell a und b zwei Dii^onalsysteme mit den Dii^onal- 
gliedem a und b, so sind die beiden Systeme a + b und a — b nach 
dieser Definition wieder Diagonalsysteme mit den Elementen a + b 
bezw. a — 6; für die Addition und Subtraktion der Diagonalsysteme gelten 
also genau dieselben Sätze, wie für die entsprechenden Operationen 
mit den gewöhnlichen Zahlen. 

Im folgenden werden wir auch mitunter Summen von unendlich 
vielen Systemen, d. h. unendliche Reihen 

in den Ereis unserer Betrachtungen ziehen. Ist allgemein 

^'^'=(4») c;:o.l:i:::."> 

so verstehen wir unter A das System 



(14 



nur setzen wir voraus, dab alle n^ unendlichen Reihen 
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^ — /.Wa-/»<^)J- 
konyergieren. AlsdaTiTi hatdasSystem A==(cgfib) einen völlig bestimmten Sinn. 
Unter dem Produkte AB zweier Systeme 

Ä^(aik) und B = (bii) 

wollen wir, wie schon auf S. 284 erwähnt wurde, das aus Ä und B 
in dieser Reihenfolge komponierte System 

C=(c,,) 

verstehen^ dessen Elemente durch die Gleichungen 

Ca = an bu + a^ hi'\ h a<n hm = Si V/ 

bestimmt sind, wenn Hi und F/ wieder bezw. die Horizontalreihen des 
ersten und die Vertikalreihen des zweiten Systemes bedeuten. 
Analog yerstehen wir unter dem Produkte 

D^ÄBC 
Yon drei Systemen 

dasjenige System 

dessen n' Elemente durch die Gleichungen 

n w 

bestimmt sind; die entsprechende Definition soll fOr das Produkt von 
mehr als drei Systemen gelten. Die Systeme Ä, B und C nennen 
wir die Faktoren jenes Produktes D, 

Die Multiplikation oder Komposition der Systeme hat gewisse, aber 
nicht alle Eigenschaften mit der Multiplikation der Zahlen gemeinsam. 
Der wesentlichste unterschied ist der, dab fOr die Multiplikation der 
Systeme im allgemeinen nicht das kommutatiye G^etz gilt, d. h. dab 
im allgemeinen nicht AB « BA ist In der Tat ist ja jedes Element 
€fn Yon BA durch die Gleichung 

bestimmt, und es ist offenbar im allgemeinen Cn^dn, Aus diesem 
Grunde werden wir stets genau zu unterscheiden haben, ob A Yom 
oder hinten mit B multipliziert wird. 

Sind A und B insbesondere so beschaffen, dals AB » BA ist, so 
heifsen A und B yertauschbar. Dieser Fall tritt speziell dann ein, 
wenn B=^ A isL Wir wollen das Produkt AA durch J.', das Pro- 



352 Zwanzigste Yorlesimg. 

dukt AAA durch A^y allgemein das Produkt Yon q Systemen A durch 
A^ bezeichnen. 

Sind femer a und h zwei Diagonalsysteme mit den gleichbezeich- 
neten Diagonalelementen, und gilt ffir die letzteren die Zahlengleichung 
c^ab, so folgt aus der Eompositionsregel ffir die Systeme^ dals 
auch das gleichbezeichnete Diagonalsystem c gleich dem Produkte der 
Systeme ab, oder auch gleich ba ist; zwei Diagonalsysteme sind also 
stets miteinander vertauschbar. 

Ist allgemeiner A ein beliebiges und a ein Diagonalsystem, so 
ist nach der allgemeinen Eompositionsregel 

aa^i, .. . aain 
aA^Aa^ \ 

aaniy . . . aonf, 

d. h. ein Diagonalsystem ist mit jedem anderen Systeme yertauschbar. 
Dagegen besteht ffir die Komposition der Systeme ebenso wie f&r 
die Multiplikation der Zahlen das sogenannte assoziative Gesetz. 
Ebenso nämlich, wie z. B. 

3.7.2 = 21.2 = 3.14 

ist, erhält man z. B. bei dem Produkte ABC dreier Systeme dasselbe 
Resultat, wenn man zuerst das Produkt AB bildet und dieses hinten 
mit G multipliziert, oder wenn man A hinten mit dem Eompositions- 
resultate Yon B und C komponiert, d. h. es ist 

ABC^{AB)C^A{BC). 

Die Richtigkeit dieser Tatsache ergibt sich, wenn man die Ele- 
mente d/m des Produktes D^^ ABG m jeder der beiden Formen schreibt 

und ganz ebenso beweist man allgemein, dafs man bei einem Produkte 
mehrerer Faktoren, dieselben ohne ihre Reihenfolge zu ändern beliebig 
in Ghuppen zusammenfassen kann. 

Endlich gilt ffir die Addition und die Multiplikation das sogenannte 
distributive Gesetz; sind nämlich A, B, C, D vier beliebige Systeme, 
so besteht die Gleichung 

{A + B){C+B) = AC + BC+AD + BB, 
denn es ist 

(flik + bii) (Cki + dkl) = ( ^ ^•* ^*» + *'* ^*' + ^<* ^*' + *»* ^*' )' 
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Ans dieser Gleichung folgt speziell 

Ä{C+D)^ÄC + ÄD 

Sind endlich a und 6 Diagonalsysteme, so ergeben sich aus den bis 
jetzt entwickelten Sätzen die beiden Gleichungen 

aAB^AaB 

{aA + lB)C=aAC + bBC. 

Sind Ay B und C drei Systeme, zwischen denen die Gleichung 

(1) AB^C 

besteht, und sind allgemein A^^\ E^^\ &^^ die q^^^ abgeleiteten Systeme, 
d. h. die aus ihren Unterdeterminanten q*^^ Ordnung gebildeten Systeme, 
so folgen, wie auf S. 321 bewiesen wurde, aus (1) die n Gleichungen 

(la) A^^^jE^^^^&^^ (?-i,t,...n), 

und die entsprechenden Gleichungen gelten fQr Produkte Yon mehr 
als zwei Faktoren. Wählen wir speziell Q = n, so werden die abgeleiteten 
Systeme n^' Ordnung gleich den Determinanten \A\y \B\, \C\, d. h. 
die Gleichung (la) geht über in 

(Ib) |^|.|-B| = |C|. 

Das Produkt A B kann also nur dann gleich Null sein, wenn mindestens 
«ine der beiden Determinanten | A \ oder | B \ verschwindei 

Ist allgemeiner einer der beiden Faktoren, etwa A, vom Bange r, 
so ist das abgeleitete System nächst höherer Ordnung -ä^*""^^^ gleich Null, 
und aus der Gleichung (la) ergibt sich f&r (> = r + 1, dals auch C^'"^^^ 
gleich Null ist, dals also das System C entweder auch vom Range r 
oder von niedrigerem Range ist; und da derselbe Satz f&r Produkte 
von beliebig Tielen Faktoren besteht, so erhalten wir das folgende 
Theorem: 

Der Rang eines Produktes D=^ AB-C ist höchstens 

gleich dem Range desjenigen Faktors, welcher den kleinsten 

Rang hat. 

Wir werden diesen letzten Satz später sehr wesentlich yerallgemeinem 
und präzisieren. 

Sind A und B yertauschbar, ist abo AB=^ BA^ so folgt durch 
Übergang zu den abgeleiteten Systemen, dals auch A^^^ JE^^^ ^ B^^^ A^^\ 
d. h. daJjs auch alle abgeleiteten Systeme yertauschbar sind. 

Kroneoker, Determinanton. 28 
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§2. 
In der elementaren Arithmeidk definiert man einen rationalen 
Brach o? = — als diejenige Zahlgröfse; welche mit a mnltipliziert b gibt. 
Wir stellen uns jetzt ffir den Bereich der Systeme die folgende ana- 
loge Aufgabe^ welche nns eine Definition ffir die Division zweier 
Systeme liefern wird: 

Es sollen diejenigen Systeme X gefunden werden, welche 
die Gleichnng 
(1) AX^B 

befriedigen, wenn A nnd B beliebig gegebene Systeme be- 
deuten. 
Wir betrachten diese Aufgabe zunächst nur in dem Falle, dab die 
Determinante von A nicht verschwindet; dann zeigt man leicht, dab 
diese Gleichung stets eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. 

Wählen wir nämlich zunächst für B das Einheitssystem, so zeigten 
wir bereits auf S. 332figd., dals die spezielle Gleichung 

(la) ^Z = l 

die eindeutig bestimmte Lösung X = -ä"^ besitzt, wenn wieder A"^^ 
das zu A reziproke System bedeutet, und dals dieses stets und nur 
dann existiert, wenn | J. | ^ ist. Wir werden im folgenden dieses 

reziproke System mitunter durch -j- bezeichnen. Da dasselbe nach (9) 

auf S. 332 mit A vertauschbar ist, so bestehen die Gleichungen 

Mit Hilfe dieses Resultates können wir nun die allgemeinere Glei- 
chung (1) leicht auflösen. Multiplizieren wir nämlich beide Seiten 

vom mit dem reziproken Systeme -y; so erhält man ffir X die dieses 

System eindeutig bestimmende Gleichung 

Unter derselben Annahme | J. | ^ kann auch die andere Gleichung 

nach Y aufgelöst werden; sie gibt für F die eindeutig bestimmte 
Lösung 

Y^B—^BA-K 
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Im allgemeinen sind diese beiden Systeme X nnd Y voneinander ver- 
schieden^ es sei denn, dals B nnd Ä miteinander vertanschbar sind. 

Ist nämlich . ^ ^ . 

^^ AB = BÄ, 

und multipliziert man diese Gleichung vom und hinten mit -^f so folgt 

Nur in diesem Falle können und wollen wir den gemeinsamen Wert 
dieses Produktes ebenso wie in der elementaren Arithmetik gleich 

B 

A 

setzen und ihn als den Quotienten der beiden Systeme B und Ä be- 
zeichnen. B heilst dann der Zahler, Ä der Nenner dieses Quotienten. 
Sind also B und Ä vertauschbare Systeme, und ist { J. { ^ 0, 

SO gibt es ein und nur ein System -jf für welches die beiden 
Gleichungen ^ ^ 

erfüllt sind. 

Ist C= -T' ist also ÄC= CA = B, so folgt durch Übergang zu 
den abgeleiteten Systemen, dals auch 

ist; und da nach dem auf S. 331 bewiesenen Satze aus | J. | > auch 
I Ä^^^ I ^ folgt, so ergibt sich, dalii 

ist. Das abgeleitete System q^^ Ordnung eines Quotienten ist also 
gleich dem Quotienten der abgeleiteten Systeme gleicher Ordnung von 
Zähler und Nenner. 

Ist dagegen die Determinante \Ä[ = 0, so braucht HÜe Gleichung (1) 
nicht notwendig eine Lösung zu haben; ist dies aber der Fall, so hat 
sie deren unendlich viele. Ist nämlich Ä vom Bange r, so daCs also 
das (r 4- 1)** abgeleitete System Ä^'"^^^ gleich Null ist, so folgt ja aus 
der als bestehend vorausgesetzten Gleichung (1), daCs auch 

ist, dals also in diesem Falle auch das System B^*"^^^ gleich Null sein 
muls. Die Gleichung (1) ist also nur dann lösbar, wenn der Rang 
von B gleich oder kleiner als der Bang von Ä ist. Auf die Be- 
dingungen ffir die Lösbarkeit der Gleichung (1) soll später noch ge- 
nauer eingegangen werden. 

28* 
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Ist die Gleichung ÄX = B aber möglich^ und sind X^ und X^ 
etwa zwei Losungen derselben^ so folgt aus den beiden Gleichungen 

ÄXi = B und AX^==B 

durch Subtraktion 

d. h. sind X^ und X^ irgend zwei Losungen dieser Gleichung^ so ist 
ihre Differenz eine Lösung der Gleichung 

(2) ^Z^^^=0. 

Man findet also alle Lösungen der Gleichung (1)^ wenn man zu irgend 
einer unter ihnen alle Lösungen der Gleichung (2) addiert; es ist 
daher nur nötig diese letztere Gleichung genauer zu untersuchen. 

Hier tritt uns nun ein zweiter wesentlicher Unterschied zwischen 
dem Rechnen, mit Zahlen und dem Rechnen mit Systemen entgegen. 
Während nämlich ein Produkt zweier oder mehrerer Zahlen nur dann 
Null sein kann, wenn mindestens einer seiner Faktoren verschwindet, 
gilt dasselbe für ein Produkt zweier Systeme nur dann, wenn das eine 
von ihnen eine von Null verschiedene Determinante hat Ist nämlich 
1^1=0, so kann das Produkt A X gleich NuU sein, ohne dals A 
oder X verschwindet. 

In der Tat folgt aus der Gleichung 

dsSk die unbekannten Elemente {xn, Xn, ...Xin) einer jeden Vertikal- 
reihe V! des Systemes X Lösungen der n homogenen linearen Glei- 
chungen ^^ ^.^^^ ^^ ^,^^^ J„F/ = (i = M...->. 

oder der Gleichungen 

(3) :• 

0'nlXi+ • + annXn=0 

sein müssen. Ist nun der Rang von A gleich r, so besitzen diese 
Gleichungen nach dem auf S. 344 bewiesenen Satze genau n — r un- 
abhängige Lösungen, aus denen sich alle anderen homogen und linear 
zusammensetzen lassen. Wir denken uns ein solches System gebildet 
und schreiben es als eine Matrix von n — r Kolonnen 



(4) 



X'S, Xf^.r 
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SO da& jede der n — r Yertikalreihen TT\... Vn-r einer jener un- 
abhängigen Losnngen entspricht. Erganzen wir diese Matrix durch 
Hinzufägung von r aus lauter Nullen bestehenden Kolonnen zu einem 
quadratischen Systeme X^^^ von n* Elementen xfky so ist X^^^ ein System 
vom Range n — r, welches die Gleichung 

befriedigt. Multipliziert man diese Oleichung noch hinten mit einem 
beliebigen Systeme P==(p^^, so erhält man 

d. h. jedes System 

X=X^'^P oder (a:,0 = (4'^O*0 

genügt dieser Oleichung ebenfalls. Endlich erkennt man leicht^ dais das 
Produkt X^^^P die allgemeinste Lösung jener Gleichung darstellt. Soll 
nämlich X = (xn) eine Losung der Gleichung ^X = sein^ so müssen 
die Elemente (xii,...Xni) je einer Vertikalreihe die Gleichungen (3) 
befriedigen; sie müssen daher homogen und linear aus den entsprechen- 
den Elementen der Matrix (4) mit beliebigen Koeffizienten zusammen- 
gesetzt sein. Also müssen für jede solche Yertikalreihe Gleichungen 
bestehen, welche auch folgendermalsen geschrieben werden können 

WO die Elemente p^^ beliebige Konstanten bedeuten. Diese n* Glei- 
chungen können aber durch die eine 

(a:..) = (x(»')(P*,) 

ersetzt werden; unsere Behauptung ist daher vollständig bewiesen. 
Es gilt also der Satz: 

Die Gleichung ÄX = besitzt, wenn Ä vom Bange r 
ist, eine Lösung X^^^ von dem komplementären Range n — r, 
und die allgemeinste Lösung derselben Gleichung geht aus X^^^ 
durch hintere Komposition mit einem beliebigen Systeme P 
hervor. 

Zusammenfassend können wir also sagen, dals man Systeme genau 
ebenso addieren, subtrahieren, multiplizieren und mit ihnen, falls ihre 
Determinante nicht Null ist, dividieren darf, wie mit gewöhnlichen 
Zahlen, und dais hierbei alle in der elementaren Arithmetik gestatteten 
Umformungen und Vereinfachungen ebenfaUs erlaubt sind. Nur darf 
man erstens im allgemeinen die Reihenfolge der einzelnen Multiplika- 
tionen und Divisionen nicht vertauschen, und zweitens darf man aus 
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dem Verschwinden eines Produktes nicht auf das Verschwinden eines 
seiner Faktoren schliefsen^ es sei denn, dais die übrigen Faktoren von 
Null verschiedene Determinanten haben. 

§ 3. 

Mit jedem Systeme Ä hängen gewisse andere Systeme, nämlich 
das konjugierte und das reziproke System nahe zusammen. Wir nennen 
hier wie auf S. 144 das System Ä = (a,*), welches aus Ä durch Ver- 
tauschung der Zeilen mit den Kolonnen hervorgeht, das zu Ä kon- 
jugierte oder das transponierte System. Nach dieser Definition 
ist also einfach 

Konjugierte Systeme haben offenbar gleichen' Rang und gleiche Deter- 
minanten. Sind femer Ä und Ä konjugiert, so sind auch die ent- 
sprechenden abgeleiteten Systeme A^^^ und Ä^^^ konjugiert. Das kon- 
jugierte System zu aÄ ist aJL; das konjugierte System zu einer Summe 
Ä + B ist gleich der Summe A + B der konjugierten Systeme. Das 
zu Ä konjugierte System ist wieder das ursprüngliche System. Endlich 
erkennt man leicht, dals das konjugierte System zu dem q^^ abgeleiteten 
Systeme Ä^^^ gleich dem q^^ abgeleiteten Systeme A^^^ von A ist 

Ein System 8=(Sik) heüjst symmetrisch, wenn es seinem kon- 
jugierten Systeme gleich, wenn also 

ist. Ist A ein beliebiges System, A das ihm konjugierte, so ist die 

Summe _ 

8=^A + A = {an + aii) 

offenbar stets symmetrisch. 

Ein System A = (a,*) heilst alternierend, wenn 

Ä=^-A, 
d.h. 

ist, wenn es also bei der Vertauschung seiner Zeilen und Kolonnen 
nur das Vorzeichen ändert. In einem alternierenden Systeme ^ind alle 
Diagonalelemente offenbar gleich NuU. Sind A = (a,*) und A = (a*<) 
zwei beliebige konjugierte Systeme, so ist die Differenz 

A — Ä=^(aik — aki) 
stets ein alternierendes System. 

Jedes System A kann hiemach stets auf eine und nur auf eine 
Weise als Summe eines symmetrischen und eines alternierenden Systemes, 
nämlich in der Form 
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dargestellt werden. 
Ist 

also 



n 

und ist C = (Cii) das zu C konjugierte System, so wird 
d. h. es besteht die Gleichung 

der entsprechende Satz für Produkte von drei und mehr Faktoren wird 

genau ebenso bewiesen. 

Ist also C = AB • • D ein Produkt beliebig vieler Systeme, 
so ist das konjugierte System C gleich dem Produkte der kon- 
jugierten Faktoren, aber in umgekehrter Reihenfolge. 

Sind zwei Systeme A und B miteinander vertauschbar, so folgt 
aus der Qleichxmg AB = B A durch den Übergang zu den Konjugierten 

BÄ^ÄB] 

alsdann sind also die konjugierten Systeme ebenfalls vertauschbar. 

Ist A ein beliebiges System, A das konjugierte, so ist das Produkt 

S = AJ 
symmetrisch, weil nach dem soeben bewiesenen Satze S=^ 8 ist. Be- 
zeichnet man die Horizontalreihen von A, also auch die Yertikalreihen 
von A durch (H^y . . . En), so ist -4-4 = (Hi-Hk), Hieraus folgt, dals 
das Produkt AA, falls die Elemente von A reelle Zahlen sind, nur 
dann gleich Null ist, wenn A = A==0 ist; denn die Diagonalglieder 

sind nur dann alle Null, wenn alle Elemente an verschwinden. Da femer 

g((>)_^((>)J(?) 

ist, so folgt genau ebenso, dafs das Produkt 5» J.-4 dann und nur 
dann vom Range r ist, wenn das gleiche von A gilt 

Ist A ein System von nicht verschwindender Determinante | A |, 
so existiert zweitens ein und nur ein System -4~^«= -j' welches mit A 
durch die Gleichung 
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(1) ^.i-=i-^ = i 

zusammenhangt, nnd welches; wie bereits erwähnt, das zu Ä reziproke 
System genannt wird. Seine Determinante ist -t-jv- 

^* C^ÄB 

das Produkt zweier Systeme, und ist | C{ ^ 0, so gilt dasselbe von \A\ 
und \B\] dann besteht für das zu C reziproke System die Gleichung 

weil ftir dieses System die Gleichung 

ofiPenbar erf&llt ist und da man genau ebenso bei einem Produkte 
von mehr als zwei Faktoren schlielsen kann, so gilt der Satz: 

Ist ein System von nicht verschwindender Determinante 
aus mehreren Faktoren zusammengesetzt, so ist das reziproke 
System aus den reziproken Systemen der Faktoren, aber in 
der umgekehrten Reihenfolge zusammengesetzt. 

Geht man femer in den Definitionsgleichungen (1) f^ reziproke 
Systeme zu den konjugierten über und beachtet, dais bei diesem Über- 
gange das System 1 ungeandert bleibt, so ergibt sich 

d. h. das zu -j konjugierte System f-j) ^^^ ^^ -^ reziprok, muls also 



mit — übereinstimmen. Also ist 
Ä 



!-&■ 



d. h. das reziproke System des zu Ä konjugierten Systemes ist 
gleich dem konjugierten des^m Ä reziproken Systemes. 

§4. 

Wir hatten bis jetzt angenommen, daCs die Elemente an der be- 
trachteten Systeme Ä Zahlen sind. Wir werden uns aber hierauf nicht 
beschranken, sondern auch Systeme in den Kreis unserer Betrachtungen 
ziehen, deren Elemente rationale Funktionen einer Variablen r sind. 
Gerade die hier abzuleitenden Resultate sind für die Anwendungen auf 
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die Theorie der Formen und der Formenscharen von fundamentÄler 
Bedeutung. 

Es seien also jetzt die n* Elemente a^ zunächst ganze Funktionen 
von r, und es sei der höchste Gb'ad dieser Funktionen gleich a, so 
dalB allgemein 

(1) «a = 4"V« + o'Vr—i + • • • + ai? 

gesetzt werden kann^ wenn die Elemente al"^ Zahlen bedeuten; hier 
können gewisse aber nicht alle n^ Koeffizienten aa von r^ gleich Null 
sein. Dann kann unser System folgendermalsen geschrieben werden 
(1^) Ä = (aa) = {(^!^n + («^Vr«-^) + • • • + (oill') 

wo für die Potenzen r'' jetzt wieder die Diagonalsjsteme za setzen 
sind, deren Dii^onalelemente r* sind nnd wo die Systeme Ät dnrch 
die Gleichungen ^^ ^^(„,^^ ^ = (aiV), . • • ^= (ol?) 

bestimmt sind. Nach der Voraussetzung ist dann das System ^^0, 
da ja nicht alle Elemente afk verschwinden sollen. Alle diese Systeme 
sind also ganze Funktionen von r; die Zahl a soll der Grad des 
Systemes A heifsen. 

Sind jetzt A = A^r<' + Ä,r--^ + • + ^a 



mehrere derartige Systeme^ so kann man mit ihnen wieder genau 
ebenso wie mit 2^ahlensystemen rechnen, wenn man die elementaren 
Rechenoperationen gemäfs den in § 1 und 2 dieser Vorlesung an- 
gegebenen Regeln definiert. 

Speziell ergibt sich für das Produkt AB zweier solcher Systeme 
die Gleichung 

AB=(A^r-+A,r—^+)(B,r:^+B,ri^-''+) 
^"^^ = A^B,r-+i^ + {A^B, + A,B,) r«+i^-^ + • • • 

Also ist der Grad eines Produktes höchstens gleich der Summe der 
Grade seiner Faktoren, imd er muis genau gleich der Summe sein, wenn 
mindestens eine der beiden Determinanten |-4^| und \Bq\ von Null 
verschieden ist. Sind aber jene beiden Determinanten gleich Null, so 
kann, wie auf S. 356 gezeigt wurde, das Produkt AqBq sehr wohl 
Null, also der Grad von AB kleiner bIs a + ß sein. 

Allgemeiner ist der Grad eines Produktes ABC gleich der Summe 
der Grade von A, B und C, wenn von den Koeffizienten Aq, Bq, Cq 
der höchsten Potenzen von r mindestens zwei eine nicht verschwindende 
Determinante haben. 
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Ist die Determinante von Ä nicht identisch^ d. h. nicht f&r variable 
Werte von r gleich Null, so existiert auch hier ein eindeutig be- 
stimmtes reziprokes System zu Ä^ welches wir wieder durch Ä~^ oder 

durch -j bezeichnen, und fQr welches die Gleichungen 

-^ A -^ A ^-^ 

bestehen. Seine Elemente a!n sind die ünterdeterminanten von A 
dividiert durch \A\y also gebrochene rationale Funktionen von r. 

Wir wollen im folgenden auch solche Systeme betrachten, deren 
Elemente gebrochene rationale Funktionen von r sind; wir wollen jetzt 
ein System A ganz oder gebrochen nennen, je nachdem seine Ele- 
mente sämtlich ganze Funktionen von r sind, oder auch nur eines von 
ihnen eine gebrochene Funktion von r ist. 

Sind die Elemente aikif) gebrochene rationale Funktionen von r, 
so können sie bekanntlich in endlicher Umgebung einer beliebigen 
Stelle (r = a) in konvergente Potenzreihen entwickelt werden, deren 
jede höchstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen von r — a 
enthält. Ist nun allgemein 



«(je) 



a 



(-1) 



(3) aa(r) = -^+...-H^-har*^+aiV(r-a)-f..., 

so kann für eine endliche Umgebung jener Stelle das System J. = (aa(r)) 
folgendermalsen geschrieben werden 

(3a)^ = — -^- +-^iiii^+...+^ + ^ + ^,(r-a)+..., 

WO die Koeffizienten Ai^^ {a\i) die aus den betrefiPenden Entwickelungs- 
koeffizienten der rationalen Funktionen a^ (r) gebildeten Zahlen- 
systeme sind. 

Entwickeln wir analog die rationalen Funktionen an(r) in der 
Umgebung der Stelle (r = c»), d. h. für grofse Werte von r nach 
fallenden Potenzen von r, so erhalten wir analog aus den n^ Reihen 

(3b) aa{r) = a^ä'^^r^ + • • • -f alT^V + afi -f -^*- + • • • a*-i,»,....) 

die folgende, für genügend grofse Werte von r konvergente Entwicke- 
lung des rationalen Systemes J. = (aa(y)) 

(3c) ^ = ^_^rC+^_^^___^^rC-i+... + ^__^r + ^ + 4^-f ... 

In diesem weiteren Bereiche der rational gebrochenen Systeme 
haben nun die beiden Gleichungen 
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(4) ÄX^B und YÄ=^B 

wieder die eindeutig bestimmten Losungen 

X = ^'B und r=J?.~, 

welche im allgemeinen voneinander verschieden sind. 

Hier wollen wir nur noch einen für das Spätere sehr wichtigen 
Satz beweisen, welcher zeigt, wie nahe die Theorie der Systeme mit 
der Theorie der rationalen Funktionen verwandt ist Es seien 

^^^ B^Borß+B^rß-^+ + B^ 

zwei Systeme, deren Ghrade in Bezug auf r gleich a und ß sind, und 
es sei a^/J; femer besitze der Koeffizient Äq von r** eine von Null 
verschiedene Determinante. Dann kann man genau ebenso wie bei der 

Division ganzer Funktionen den Quotienten J?--j- in der Form schreiben 
(6) B.i- = C + 2)-j-, 

WO 

C = Cor/'-« + C, r/*-«-i + • • • + C^^a 
ein ganzes System vom Grade ß — a und 

von niedrigerem ab dem a^°^ Grrade in r ist. Auch hier wollen wir C 
den Quotienten und D den Best der hinteren Division von B durch Ä 
nennen. Beide Systeme C und D sind hierbei eindeutig bestinmite 
ganze Systeme. 

um diesen Satz zu beweisen, multiplizieren wir die Gleichung (6) 
hinten mit Ä und setzen fttr A, B, C, D ihre Werte. Dann bestimmen 
sich die unbekannten Zahlensysteme d und Dk aus der Gleichung 
(6a) B=.CÄ + D, 

welche ausgeschrieben so lautet 
I B^r^+B^r^-^^ • •+ J?^=(Coy^^-"+ Qn*-«-i+- • •) {A^r^+A^r^-^+- • •) 

Durch Ausführung der Multiplikation und Koeffizientenvergleichung 
ergeben sich fttr Cq, Ci, . . . C^-a die ß — cc+1 Gleichungen 

Cq Aq = Bq 
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sich hierans 



Da 

Co, 


die 


Determinante | ^ | ^ ist, so bestimmen i 
. . C^-a eindeutig; man erhält nämlich 
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der Gleichung 
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— C^A^— CqA^j^ 


und 









wird auch jD eindeutig. bestimmt. 

Genau ebenso zeigt man, dals sich auch bei vorderer Division 
von B durch A eine eindeutig bestimmte Gleichung 

(6b) ^b=C + \d 

oder 

(6c) B = AC + B 

ergibt, in welcher der Quotient C vom Grrade ß — a und der Rest D 
höchstens vom Grade a — 1 ist 

Ergibt sich in der Gleichung (6a) D = 0, so heilst A ein hinterer 
Teiler von B, weil dann B=CA ist. Ergibt sich in (6c) D = 0, so 
heiJjst aus dem analogen GFrunde A ein vorderer Teiler von B. Welche 
Bedingungen hierfür notwendig und hinreichend sind, werden wir 
später darlegen. 

Ist die Determinante des Systemes A(r) 

\A(r)\=^\A^r^+A^r<^-'^+'" + Aa\ 

nicht identisch Null, ist aber | ^ | = 0, so kann man die Division 
von B durch A nicht in der hier angegebenen Weise ausführen, wohl 
aber dann, wenn man an Stelle von r eine neue Variable einführt 

Ist nämlich |^(r)| nicht identisch NuU, so gibt es sicher einen 
Wert Tq von r, für welchen | A (r^) | ^ ist. Ersetzt man dann den 
Parameter r durch die neue Variable /, welche mit r durch die um- 
kehrbare Substitution 

(7) r = r,+ ^^.> ^ = ^4^ 
zusammenhängt, so wird 

Das neue System 

(8) H(/) = r"'Äir) = r"Ä(r,) + f"-Wir,) + ...+j-^A^''\r,), 



r" 



§ 4. Die Division der Systeme (a^ (r)). 365 

welches sich von Ä(r) nur durch den Faktor /" unterscheidet^ ist also 

ebenfalls eine Funktion a*®" Ghtwies von /, in welcher jetzt aber der 

Koeffizient A^r^) von /" eine von Null verschiedene Determinante hat. 

Setzt man ebenso 

(8a) »(^»/^(r), 

80 kann man bei dem Quotienten 

die Division in der oben angegebenen Weise ausführen. Ergibt sich 
dann der Divisionsrest 2) (/) = 0, so besteht die Gleichung 

(9) 8(r') = 6(r')a(r'), 

in der ©(r') in r' vom Grade ß — a ist; setzt man also 

so wird C(r) ebenfalls eine ganze Funktion von r, und durch Division 

mit r' ergibt sich 

(9a) B(r)^Cir)Ä{r), 

Besteht umgekehrt die Gleichung (9)^ so folgt durch Multiplikation 
mit f^ die Gleichung (9 a); man kann ako diese Methode stets an- 
wenden^ um die Teilbarkeit von B(r) durch Ä(r) zu untersuchen^ falls 
nur nicht |-4(r)| identisch verschwindet 
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§1. 

Wir gehen jetzt dazn über, den durch das Moltiplikationsprinzip 
gegebenen Zusammenhang der Systeme untereinander zu untersuchen 
und sie auf Grund dieser Beziehungen in Elassen äquiyalenter Systeme 
einzuteilen. Wie aber bereits in der fünften Vorlesung hervorgehoben 
wurde, muls die Definition äquivalenter Systeme je nach dem Zwecke 
der gerade Torliegenden Untersuchung eine verschiedene sein. Wir 
werden von der einfachsten und umfassendsten Klasseneinteilung allmäh- 
lich zu den engeren und komplizierteren übergehen und jedesmal ver- 
suchen, diejenigen Invarianten zu finden, deren Gleichheit für zwei 
Systeme die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist, daCs sie 
auf Grund der gerade geltenden Definition in dieselbe Klasse gehören. 

Wir gehen bei dieser Betrachtung zumLchst von der ein&chsten 
Definition der Teilbarkeit eines Systemes durch ein anderes aus und 
gründen auf diese die erste Definition der Äquivalenz: 

Sind zwei Systeme Ä und B so beschaffen, dais zwischen 
ihnen eine Gleichung 
(1) B^PäQ 

besteht, wo P und Q ganz beliebige Systeme bedeuten, so 
heilst Ä ein Teiler oder Divisor von B, oder B ein Viel- 
faches oder Multiplum von A. 

Ist sowohl B ein Vielfaches von Ä, als auch Ä ein Viel- 
faches von B, besteht also aulser der Gleichung (1) eine 
zweite Relation 

(la) A==RBS, 

so heüsen Ä und B äquivalent; diese Beziehung soll durch 
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(Ib) Är^B 

ausgedrückt werden. Alle nach dieser Definition äquivalenten 
Systeme sollen in eine und dieselbe Klasse gerechnet werden. 

Es ist klar^ daJb bei dieser Definition die drei Fundamentalsätze 
für die Äquivalenz bestehen, welche wir bereits auf S. 72 aus- 
gesprochen hatten: 

1. Ist Är-^ B, so ist auch B^^ Ä. 

2. Jedes System ist sich selbst äquivalent. 

3. Sind zwei Systeme A und B einem dritten C äquivalent, so 
sind sie auch untereinander äquivalent. 

Ist A ein Teiler von B, und besitzen in der dann bestehenden 
Gleichung B = PA Q die beiden Multiplikatoren P und Q von Null 
verschiedene Determinanten, so ist sicher auch B ein Teiler von A, 
d. h. in diesem Falle sind A und B äquivalent; denn unter dieser Vor- 
aussetzung existieren ja die reziproken Systeme P"~^ und Q"^] und durch 
Auflösung der obigen Gleichung nach A ergibt sich die andere 

A^^P-'BQ-'. 

Wählen wir för A speziell das System -4 = 0, dessen n* Elemente 
sämtlich Null sind, so ist offenbar jedes Multiplum B= P,0,Q eben- 
falls gleich NuU, und ein System B ist daher dann und nur dann 
äquivalent NuU, wenn es gleich Null ist. 

Geht man femer in der Gleichung (1) zu den abgeleiteten Systemen 
über, so folgen aus ihr die n Gleichungen 

(2) J5(^)=p(^)^(?)(g(?) (^ = l,2,...n); 

und falls B^^A ist, ergeben sich aus (la) die weiteren 

(2a) A^^^^R^^^B^^^S^^l 

Man erhalt also sofort den Satz: 

Ist A ein Teiler von B, so ist auch jedes abgeleitete 
System A^^^ ein Teiler des entsprechenden abgeleiteten Systemes 
B^^\ Ist speziell A<^ B, so ist auch far je zwei abgeleitete 
Systeme gleicher Ordnung A^^^<^B^^^- 

Mit Hilfe dieser Sätze können wir nun gleich eine notwendige 
Bedingung dafOr angeben, dab A ein Teiler von B bezw. daf&r, dals 
Ar^ B ist. 

Ist nämlich B ein Multiplum von A, und ist A vom Baoge r, so 
ist A^^'^^^^Oy und aus der dann bestehenden Gleichung (2) für 
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(f = r + l folgt weiter, da& auch B^'"^^^^ P^'"^^Ko.Q^'"^^^=^0, dals 
also B höchstens Yom Range r sein kann. 

Ist also B ein Moltiplum von Ä, so ist der Rang von B 
gleich oder kleiner als der Rang von Ä. 

Ist speziell B r^ Ä, so ist der Rang von B höchstens gleich dem 
Range vom Ä, aber auch umgekehrt der Rang von A höchstens gleich 
dem Range von B, und hieraus folgt der Satz: 

Äquivalente Systeme haben gleichen Rang. 

Alle Systeme derselben Klasse haben somit denselben Rang; der 
Rang ist ako eine Invariante für alle äquivalenten Systeme. 

Wir wollen aber jetzt weiter zeigen, dafs zwei beliebige Systeme 
von gleichem Range auch stets äquivalent sind, daCs also der Rang 
der Systeme für diese Art der Äquivalenz die einzige Invariante ist. 
Zu diesem Zwecke beweisen wir, dafs jedes System vom Range r äqui- 
valent ist dem sogenannten reduzierten Systeme Er von gleichem 
Range, nämlich demjenigen Diagonalsysteme 



Er" 



dessen r erste Diagonalelemente gleich Eins sind, während die n — r 
letzten Null sind. Ist das bewiesen, so folgt ja nach dem dritten 
Fundamentalsatze der Äquivalenz aus den beiden Äquivalenzen 

Ä f^ Ery B f^ Er 

in der Tat 

Ar^B. 

Wir werden die Richtigkeit dieses Satzes dadurch beweisen, dals 
wir für ein beliebiges System A vom Range r zwei Multiplikatoren P 
und Q von nicht verschwindender Determinante angeben, für welche 

PAQ^Er 

ist. Da dann nämlich auch A=^P~^ErQ'~^ ist, so ist hiermit 
unsere Behauptung in ihrem vollen Umfange bewiesen, und wir kennen 
au&erdem zwei Multiplikatoren P und Q von nicht verschwindender 
Determinante, für welche PA Q=» Er ist. Ist dann femer auch B 
von demselben Range, so kennen wir auch zwei ebensolche Mul- 
tiplikatoren, für welche BBS = Er ist. Dann folgt endlich aus der 
Gleichung FAQ = BBS 



1,. 


0,0,. 


..0 


0, 


• 1, 0, . 


..0 


0,. 


.0,0,. 





0,.. 


.0,0, 


■•0 
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durch Aoflosmig nach A die Gleichung 

d. h. wir kennen dann auch zwei Faktoren P~^B und SQ~^, welche 
S m A fiberführen, und ebenso geht Ä dnrch Komposition mit R~^P 
und QS~^ in B über. 

§2. 
Den Beweis ftir die Äquivalenz eines beliebigen Systemes Ä vom 
Bange r mit dem zugehörigen Diagonalsysteme Er führen wir jetzt 
folgendermalsen: Wir komponieren A vom und hinten mit gewissen 
geeignet gewählten ^^Elementarsystemen^' von nicht verschwindender 
Determinante und zeigen, dafs man hierdurch Ä in Er überführen 
kann. Bezeichnen wir dann das Produkt aller vorderen Eompositions- 
Systeme durch P, das der hinteren durch Q, so sind ja | P | und | Q \ 
nicht gleich Null, und aus der Gleichung 

PAQ^Er 

folgt in der Tat die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Als Elementarsysteme wollen wir in diesem Falle analog, wie 
dies bereits auf S. 146 geschah, die folgenden drei Klassen von 
Systemen ansehen: 

I. Die (n — 1) sogenannten Permutations- oder Yertauschungs- 



systeme 



P*- 



0,0,...0, -1, o,...o 

0, 1, ...0, 0, 0, ...0 

1, 0,...0, 0, o,...o 



(t-l, •,...••), 



0, 0, ...0, 0, 0, ...1 

von denen allgemein Pk dadurch aus dem Einheitssysteme 
hervorgeht, dafs man seine erste Zeile mit der negativ ge- 
nommenen k^^ vertauscht, d. h. durch die Yertauschung 
(H^, —Hj). Es ist daher allgemein |Pji| »» 1, da durch diese 
Yertauschung die Determinante des Einheitssj^temes nicht ge- 
ändert wird. 

HDas System M, 1,0,... Ol 

0, 1, 0,...0 
TfT» 0,0, 1,...0 

lo,o,o,...i 

seine Determinante ist ebenfalls gleich Eins. 

KrOB«ok«r, D»UnBin>nttn. 24 
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HX Die Systeme 



Tt^ 



(t, 0,...0) 
0, 1,...0 



0,0,... 1 

wenn t eine beliebige von Null verschiedene Eonstante be- 
deutet Es ist ITtl'^t. 

Zn diesen Systemen können wir auch das allgemeinere 

'1, t, 0,...0l 

0, 1, 0,...0 

(1) Tfi- / 

0,0, 0, ...1 
hinzunehmen, wie aus der Eompositionsgleichung 

(2) Wt^T^.W^.Tu 
d. h. aus ^ 

/\,t, :\ /<, 0, :\/l, 1, :\fr 0, 

(28) l<?:.i:.;)°l<?:.i!.i J^o^l!.:) o, i, 



unmittelbar folgt. Ebenso können wir auch das konjugierte System 

w .."'-(':").. 

hinzurechnen, wo hier, wie im folgenden ein in dieser Weise abgekürzt 
geschriebenes System durch die dem Einheitssysteme entsprechenden 
Elemente zu einem Systeme von n* Elementen ergänzt werden soll. 
Geht man nämlich in der obigen Gleichung (2 a) zu den konjugierten 
Systemen über, so folgt nach dem auf S. 359 bewiesenen Satze 

C;?)-(l::)(l;;)a;?)' 

(;:;)-(j;i)(rj)a;})-'-.'.'^. 

ist. 

Genau ebenso, wie dies auf S. 148 flgd. gezeigt wurde, beweisen wir 
nun die Richtigkeit der folgenden Eompositionsgleichungen, welche 
zeigen, in welcher Weise ein beliebiges System 

durch hintere Eomposition mit einem dieser Elementarsysteme ge- 
ändert wird, 



während 
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ÄPi^iVi, F„... Ft_i, - Fl,... Vn) 

(4) Aw,^ir„r,+tr„r„ f.) 

ÄT,~itr„ F„ F,), 

nnd nnter EUnznziehung des könjagierten Systemes Wt erhalt man die 
analogen Formeln f&r die vordere Komposition 

P* -4. = (— Hkf J?j, . . . Sk—i, Hl, . . . Hn) 

(4a) WtÄ^(Hi,H,+ tHi,H^, Ä) 

ZÄ^(tHi,H„ Hn). 

Hatte man die Kompositionen statt mit Pk mit dem reziproken 
System Pa = Pr^ ansgef&hrt; so hatte sich dieselbe Yertaaschnng der 
beiden Parallelreihen ergeben; nnr erhielte dann jedesmal die andere 
Reihe das negative Vorzeichen. Durch vordere oder hintere Kom- 
position mit PJl^ Pk. Pk endlich werden nnr H^ nnd Hk bez. F^ nnd 
Vk ohne Yertauschnng zugleich mit —1 multipliziert 

Aus den letzten Gleichungen der beiden Systeme (4) und (4a) 
in Verbindung mit den soeben gemachten Bemerkungen ergibt sich, dals 
das System J. in ein äquivalentes übergeht, wenn man seine erste 
Reihe mit einer beliebigen Parallelreihe unter gleichzeitiger Vorzeichen- 
änderung einer der beiden Reihen vertauscht. Hieraus folgt leicht, 
dafs man überhaupt durch Vertauschung von zwei beliebigen Parallel- 
reihen ( Vk, Vi) oder (Hk, Hi) miteinander wieder zu einem äquivalenten 
System gelangt In der Tat erhält man bei Beachtung von (4) 
und (4 a) leicht die Gleichungen 

Ä p*r_iP,r-iP*r-i-(F„... f„... n,...), 

T^iPkl-iPiT^iPkÄ ^{ßi,...Hi,. .Hk,...)] 

denn jene Elementarkompositionen bewirken in beiden Fällen der 
Reihe nach die folgenden Veränderungen 

Vi, . . . Vk, ...Vi ... Hl, . . . Hk, . . . Hl, . . . 

Vk -Vi Vi -Hk Hl Hl 

-Vk -Vi Vi Hk Hl Hl 

Vi -Vi Vk -Hl Hl Hk 

-Vi -Vi Vk Hl Hl Hk 

-Vi Vi Vk -Hl Hl Hk 

Vi Vi Vk Hl Hl Hk 

Da man endlich zwei beliebige Zeilen Hi und Hk an die Stelle von 
Hl und H^ bringen, dann durch vordere Komposition mit Wt, Hk durch 

24* 
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Hk + tHi ersetzen und endlich die nenen Zeilen Hij Hu + tHi wieder 
durch Yertauschung mit H^ und E^ an ihre frühere Stelle bringen kann, 
und da das Analoge für die Yertikalreihen gilt, so geht J. in ein äqui- 
valentes System über, wenn man zu einer beliebig^ Reihe Hu (oder Vu) 
das ^-fache einer beliebigen Parallelreihe Hi (oder F^) addiert; genau 
ebenso folgt, dafs man ohne A im Sinne der Äquivalenz zu ändern, 
eine beliebige Reihe von A mit einer von Null yerschiedenen Zahl 
multiplizieren kann, während die anderen Reihen ungeändert bleiben. 
Wir können also jetzt den folgenden allgemeinen Satz aus- 
sprechen: 

Ein System A geht in ein äquivalentes über, wenn man 

1. zwei Parallelreihen miteinander vertauscht, 

2. zu einer Reihe ein beliebiges Multiplum einer Parallelreihe 
addiert, 

3. eine beliebige Zeile (oder Kolonne) mit einer von Null ver- 
schiedenen Zahl multipliziert 

Durch diese Umformungen kann man nun ein System ^»(aa) 
in ein System Er von gleichem Range überführen. In der Tat können 
wir das erste Element a^^ von A von vornherein gleich Eins voraussetzen, 
falls nicht das ganze System ^=0 ist. Denn wäre das noch nicht 
der Fall, und ist a^^ ^ 0, so könnten wir die erste Kolonne durch o^^ 
dividieren, wodurch a^^ in 1 übergeht Ist dagegen o^i »»0, so können 
wir irgend ein von Null verschiedenes Element agk an die erste Stelle 
bringen und dasselbe hierauf zu Eins machen. Ist aber o^^ » 1, so 
können wir durch die gestatteten Transformationen alle übrigen Ele- 
mente Oxi und aki von V^ und H^ aujber o^^ zu Null machen. Ist 
nämlich z. B. au ein von Null verschiedenes Element von H^ so 
kann man dasselbe dadurch zu Null machen, daüs man das air&che 
der Kolonne V^ von Vi abzieht 

Behandelt man nun in dem so sich ergebenden äquivalenten 
Systeme 

fl,0, ...0 

das innere System von (n — 1) Zeilen und Kolonnen genau ebenso 
und fahrt mit dieser Transformation so lange fort, als überhaupt noch 
in dem betreffenden inneren Systeme ein von Null verschiedenes Ele- 
ment vorhanden ist, so erhält man zuletzt ein äquivalentes System, 
welches die Form des reduzierten Systemes Er besitzt. Da aber der 



§ 8. Die Systeme der beiden Bereiche (1) und (r). 373 

Rang dieses za Ä äqniyaleiiten Systemes ebenfieJls gleich r sein mofs, 
so ist dasselbe gleich Er] es besteht also der Satz: 

Zwei Systeme Ä and B sind dann nnd nnr dann äqui- 
valent; wenn sie gleichen Bang haben; ist dies der Fall; so 
kann man stets zwei Multiplikatoren P und Q von nicht ver- 
schwindender Determinante so bestimmen^ dafs PA Q^B ist 

Hieraus folgt unmittelbar der allgemeinere Satz: 

Ein System B ist dann und nur dann ein Vielfaches von 
Ä, wenn sein Rang nicht grölser ist als der von Ä. Ist 
diese Bedingung erfüllt, so kann man zwei Multiplikatoren T 
und U so bestimmen, dafs B » TA U ist 

Dals diese Bedingung erftUlt sein muls, damit B ein Vielfaches 
von A ist, wurde bereits auf S. 368 bewiesen. Um nun zu zeigen, 
dafs sie notwendig und hinreichend ist, nehmen wir an, es sei J? vom 
Range q, A vom Range r und es sei ^ ^ r. 

Sind nun die zwei Paare von Multiplikatoren (P, Q) und (JR, 8) 
so gewählt, dals ihre Determinanten von Null verschieden sind, 
und dals 

FAQ ^ Er, BBS^E^ 

ist, so folgt aus der ersten Gleichung durch hintere Multiplikation 
mit E^f da offenbar ErE^ » E^ ist, 

PAQE^^BBS, 

denn der gemeinsame Wert beider Seiten ist ja E^\ und durch Auf- 
lösung dieser Gleichung nach B ergibt sich endlich 

B^{Br^P)A{QE^8''\ 

womit unser Satz vollständig bewiesen ist 

§3. 

Wir wenden uns jetzt zu einer engeren Definition der Teilbarkeit 
und der Äquivalenz, bei welcher die Multiplikatoren P und Q, bezw. 
22 und 5, in den Gleichungen (1) und (la) des § 1 nicht mehr be- 
liebig sind, sondern so gewählt sein sollen, dafs ihre Elemente ent- 
weder ganze Zahlen oder ganze Funktionen von r sind Diese Be- 
trachtungen werden uns zu den wichtigsten Invarianten der Systeme, 
nämlich zu ihren sogenannten Elementarteilern fDhren. Ehe wir 
zu dieser Untersuchung übergehen, wollen wir kors die Systeme mit 
ganzen und gebrochenen Elementen und ihre Teiler behandeIxL 
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Es sei zuerst ^«(a^) ein ganzzahliges System; nnd d sei der 
groüste gemeinsame Teiler aller seiner n' Elemente aa, so dalig allgemein 

atk — daf^ 

ist; und die n' Elemente aa keinen ihnen allen gemeinsamen Teiler 
liaben. Bezeichnen wir dami; wie bisher^ mit d ebenfalls das Diagonal- 
system mit den Diagonalelementen d, so besteht für J. die Gleichung 

A^dA^^A^d, 

wo A^'^{afk) ein sogenanntes primitives ganzzahliges System, 
d. h. ein solches bedeutet, dessen n' Elemente keinen allen gemeisamen 
Teiler enthalten. Ist speziell A^O, so soll auch d gleich Null an- 
genommen werden. 

Ist femer ^ ^ , ^ . 

A(r) = {aa.(r)) 

ein System, dessen n' Elemente beliebige ganze rationale Funktionen 
Yon r sind, und ist d{r) der groüste gemeinsame Teiler aller dieser 
n* Funktionen, so besteht die analoge Gleichung 

Ä(jr) = d(r)Mr) = Mr)d(r), 
WO ebenfalls A^(r) ein primitives System und d(r) das dem gleich- 
bezeichneten Divisor d(r) entsprechende Diagonalsystem bedeutet. 

In beiden ilUlen kann man den groüsten gemeinsamen Divisor d 
bezw. d(r) der n* Elemente a^ bezw. aik{r) entweder successive durch 
das ^uA^iäische Verfahren zur Aufsuchung des groüsten gemeinsamen 
Teilers bestimmen, oder man kann jedes Element von A oder A{r) 
in seine Primzahlen bezw. Linearfaktoren zerlegen und jeden dieser 
Faktoren in den Teiler d so oft aufiaehmen, als er in jedem der n^ Ele- 
mente mindestens enthalten ist. 

Jetzt möge A ein System sein, dessen Elemente a^ beliebige 
rationale Brüche sind; wir denken uns dieselben von vornherein auf 
ihren Generalnenner gebracht und setzen 

«a-— ; 

dann besitzen die n' ganzen Zahlen j^^ keinen allen gemeinsamen Teiler 
mit dem Generalnenner n, wohl aber können sie noch einen oder 
mehrere gemeinsame Primfaktoren haben, welche nicht in n enthalten 
sind. Ist nun ) der groüste gemeinsame Teiler aller dieser n' Zahlen ^.^^ 
und setzen wir .q. 

so erhalt man jetzt genau wie vorher für die n' gebrochenen Ele- 
mente Gik von A die folgende Darstellung 
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WO die h' ganzen Zahlen an wieder keinen gemeiiusamen Teiler be- 
sitzen^ d. h. es ergibt sich anch hier eine Gleichong 

wo A^^iclik) wiederum ein primitives ganzzahliges System bedeutet 

Anch hier wollen nnd können wir den rationalen Brach d»— als den 

w 

grSfsten gemeinsamen Teiler der n' rationalen Brüche a^ be- 
zeichnen. 

Ist ^(r)»(aa(r)) ein System von n' rationalen gebrochenen 
Funktionen von r, und ist ebenso wie vorher 

die Darstellung der Elemente mit EUlfe ihres Generalnenners Xi{f)y so 

kann man auch hier 

»«(»■) "i(»-)«i?(r), 
also 

setzen^ wenn )(r) den gröüsten gemeinsamen Teiler aller Zahler lu^ir) 
bedeutet Dann besteht f&r dieses System A{f) ebenfidls eine Gleichung 

^(r)-d(r)A(r), 
WO d{f) » ^j^ den gröüsten gemeinsamen Teiler der v? rationalen 

Brüche anir) bedeutet, und Ä^{r)^^{clik(yj) ein primitives System 
ganzer rationaler Funktionen ist. Da man sowohl den G^eral- 
nenner n{r) als auch den grSlsten gemeinsamen Divisor {(r) aller 
Zähler durch das JS^X^idische YerfEihren bestimmen kann, so kann man 
also auch in diesem Falle den Teiler d{r) auf rationalem Wege, d. h. 
ohne Kenntnis der Linearfiiktoren der Elemente aiuif) finden. 
Wir erhalten so den folgenden Satz: 

Jedes System A^ dessen Elemente rationale Zahlen oder 
rationale Funktionen einer Variablen sind, kann auf eine einzige 
Art in ein Produkt 

A^dA^ 

zerlegt werden, dessen erster Faktor d ein Diagonalsystem, 
dessen zweiter ein primitives ganzes System ist Das Diagonal- 
system d soll der Diagonalteiler von A genannt werden; 
derselbe kann stets auf rationalem Wege bestimmt werden. 
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Bei der nun folgenden üntersnchung können nnd wollen wir die 
Systeme {aa) mit rationalen Zahlenelementen nnd die Systeme (aa(r)), 
deren Elemente rationale Funktionen von r mit beliebigen konstanten 
Koe£Glzienten sind^ gemeinsam behandeln; wir werden namlieh sehen, 
dals die für das eine nnd die ftLr das andere Gebiet sich ergebenden 
Resultate wortlich übereinstimmen. Wir wollen zunächst einige im 
folgenden gebrauchte B^pifTe für beide Bereiche gemeinsam definieren. 

Die Gesamtheit aller rationalen Zahlen einerseits und die G^esamt- 
heit aller rationalen Funktionen anderseits bilden je einen Bationalitats- 
bereich (siehe fünfzehnte Vorlesung § 2), welchen wir wieder durch (1) 
bezw. durch (r) bezeichnen, während wir die Gesamtheit aller ganzen 
Zahlen bezw. aller ganzen Funktionen den zugehörigen Integritats- 
bereich nennen und ihn durch [1] bezw. durch [r] bezeichnen. 

Jede rationale (ganze oder gebrochene) Zahl a lalst sich auf eine 
einzige Weise als ein Produkt 

Yon Primzahlen darstellen (siehe S. 251), wo aber jetzt die Ex- 
ponenten ki auch negative ganze Zahlen sein können, wenn a nicht 
ganz ist. Genau ebenso kann jede rationale (ganze oder gebrochene) 
Funktion a(r) yon r auf eine einzige Weise als ein Produkt 

«(r)-e(r-«x)*'(r-«,)**...(r-«^)'» 

Yon Linearfaktoren dargestellt werden, wo e eine Eonstante bedeutet, 
und wo die Exponenten positive oder (falls a{r) nicht ganz ist) auch 
negative ganze Zahlen bedeuten können. Wir werden diese einfeM^hsten 
Bestandteile p bezw. (r — a), aus denen in jenen beiden VSlLen alle Ele- 
mente Yon (1) bezw. von (r) zusammengesetzt werden können, die 
Primfaktoren für jene beiden Brüche nennen. Ein Element des be- 
trachteten Bereiches, welches gar keinen Primteiler enthalt, soll eine 
Einheit genannt werden. Der Bereich (1) besitzt also nur die beiden 
Einheiten + 1 und — 1, im Bereiche (r) sind dagegen alle von Null 
yerschiedenen Eonstanten e Einheiten. Eine Einheit ist auch dadurch 
YoUst&ndig charakterisiert, dab sowohl sie selbst als auch ihr reziproker 
Wert eine ganze Grölse des Bereiches ist. 

Ein System P=»(p.j), dessen Elemente einem der Bereiche (1) 
oder (r) angehören, hei&t ganz, wenn alle seine Elemente ganze 
Ghrölsen desselben Bereiches sind. Dies ist, wie wir sahen, dann und 
nur dann der Fall, wenn sein Diagonalteiler ganz ist Ist der Diagonal- 
teiler eine Einheit, so nannten wir das System primitiv. Ist das 
System P ganz, und ist seine Determinante eine Einheit, unitas (d. 1l 
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itlr den Bereich (1) gleich ± 1 oder fOr (r) gleich einer von Nnll 
yerschiedenen Eonatanten), so soU P ein nnimodnlares System ge- 
nannt werden. 

Für diese Systeme besteht nun der Satz: 

Ein ganzes System JP ist dann nnd nur <^ftT^^^ nnimodular^ 
wenn sein reziprokes -p ebenfEÜls ganz ist. 

Sind namUch die beiden Systeme P nnd ^»P"^ beide ganz^ 
so gilt dasselbe von ihren Determinanten | P | nnd jprf nnd dies ist 

dann nnd nnr dann möglich^ wenn |P| eine Einheit ist Ist aber 
umgekehrt |P{ eine Einheit und das System P ganz, so ist das 
reziproke System -p ebenfalls ganz, weil seine Elemente gleich den 
ünterdeterminanten (n — 1)*" Ordnung von P dividiert durch | P| also 
ebenfalls ganze Grölsen sind. 

Wir erkennen endlich ohne weiteres, daCs das Produkt beliebig 
vieler unimodularer Systeme wieder imimodular ist. 

§4. 

Wir wollen nun für die Teilbarkeit eines Systemes durch ein 
anderes und fOr die Äquivalenz zweier Systeme die beiden folg^iden 
engeren Definitionen aufstellen: 

Sind zwei ganze oder gebrochene Systeme Ä und B des 
Bereiches (1) oder des Bereiches (r) so beschaffen, dals zwischen 
ihnen eine Gleichung 

B^PAQ 

besteht, in der P und Q zwei ganze Systeme desselben Be- 
reiches bedeuten, so heilst A ein Teiler von B oder B ein 
Yielfiiches von A. 

Ist B ein Yiel&ches von A, zugleich aber auch A ein 
Vielfaches von B, so heilsen A und B äquivalent (A ^ JS). 
Alle nach dieser Definition äquivalenten Systeme sollen 
wieder in eine und dieselbe Klasse gerechnet werden. 

Otfenbar gelten auch bei dieser engeren Definition die drei auf S. 367 
aufgeführten Fundamentalsatze der Äquivalenz. 

Ist femer A ein Teiler von B, und sind die in der Gleichung 
B'^PAQ auftretenden Multiplikatoren P und Q speziell unimodulare 
Systeme, so folgt aus der dann ebenfiiUs bestehenden Gleichung 

^-p-^JS©""', 



378 Einondzwanzigste Vorlesung. 

in der auch P"^ und Q^^ ganze Systeme sind, dafs anch B ein 
Teiler von A, dalb also Är^ B ist 

Es sei jetzt Ä ein System mit dem Diagonalteiler d, also 
Ä==dA^, nnd es sei B ein Vielfaches von Ä. Da das Diagonal- 
system d mit jedem anderen yertauschbar ist, so folgt aus der 
Gleichung B^PÄQ 

B^P{dA^)Q^d.(PA^Q)^d.G, 
wo G ein ganzes System bedeutet Aus dieser Gleichung folgt also, 
dals der Diagonalteiler von B ein Vielfaches des Diagonalteilers von A 
sein muls. Ist femer auch Ä ein Vielfaches von B, ist also B^^ A, 
so sind die Diagonalteiler beider Systeme oder die gröüsten gemein- 
samen Teiler der Elemente von B und derjenigen von A einander 
gleich. Es bestehen also die beiden Sätze: 

Ist B ein Multiplum yon A, so ist auch der Diagonal- 
teiler Yon B ein Multiplum des Diagonalteilers von A. 
Äquivalente Systeme haben gleiche Diagonalteiler. 
Zu jedem Systeme A gehören n abgeleitete Systeme 

.(1) jW An) 

Xm. f uX • • • • uX f 

deren erstes gleich A selbst, deren letztes gleich der Determinante | A | 

ist. Jedes dieser Systeme besitzt einen Diagonalteiler; wir erhalten 

somit n Diagonalteiler 

dl, d^,...dn, 

Yon denen der erste gleich dem Diagonalteiler d von A, der letzte 
gleich der Determinante \A \ ist. Diese Zahlengröüsen d^, d^f...dn der 
Bereiche (1) oder (r) sind die gröüsten gemeinsamen Teiler aUer Deter- 
minanten der ersten, der zweiten, . . . der n^^ Ordnung, welche aus den 
n' Elementen des Systemes (a^) gebildet werden konnex; auch sie 
können somit durch das Euklidische Verfahren zur Aufsuchung des 
gröüsten gemeinsamen Teilers, also auch für Systeme des Bereiches (r) 
auf rationalem Wege, ohne Kenntnis der Linearfaktoren jener Deter- 
minanten gefunden werden. Allgemein soll die Gröüse dt der Deter- 
minantenteiler i^' Ordnung des Systemes A oder auch der 
Diagonalteiler des abgeleiteten Systemes A^*> genannt werden. Ist 
speziell J.<') =» 0, so ist auch di »- 0, und das Gleiche gilt dann fdr alle 
folgenden Determinantenteiler dt^i,. , .dn. 

Es sei nun B ein Multiplum von A] dann folgt aus der dann 

bestehenden Gleichung 

^ B^PAQ 

durch Übergang zu den abgeleiteten Systemen 

j5(0_p(O^(OQ(o a-i.!,...!.). 
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wo auch die abgeleiteten Systeme P^') nnd Q^^ ganz sind. Hieraus 
folgt; dalB nicht nur der Diagonalteiler Ton B ein Vielfaches des 
Diagonalteilers von Ä sein muls^ sondern dals jeder Determinantenteiler 
i^' Ordnung von B ein YielfiEudies des entsprechenden Determinanten- 
teilers Yon Ä sein muls. Sind A und B äquivalent^ so müssen dem- 
nach ihre Determinantenteiler gleicher Ordnung einander gleich sein. 
Es gelten also die Sätze: 

Ist B ein Vielfaches von A, so sind auch alle Deter- 
minantenteiler YonJSMultipla der entsprechenden Determinanten- 
teiler Ton A. 

Äquivalente Systeme haben gleiche Determinantenteiler. 

§5. 

Wir werden am Schlüsse dieser Vorlesung zeigen, dals die am 
Ende des vorigen Abschnittes gefundene notwendige Bedingung fOr 
die Teilbarkeit eines Systemes durch ein anderes noch durch eine 
schärfere ersetzt werden kann. Dagegen beweisen wir jetzt, dals die 
soeben als notwendig erkannte Äquivalenzbedingung, nämlich die Gleich- 
heit der Determinantenteiler, auch die hinreichende Bedingung ist. 

Zum Beweise dieser Tatsache brauchen wir wieder nur zu zeigen, 
dab jedes System A mit gegebenen Determinantenteilem c^, c2„ ... d« 
durch Komposition mit geeignet gewählten unimodularen Elementar- 
systemen in ein reduziertes System B übergeführt werden kann, welches 
durch diese Determinantenteiler eindeutig bestimmt ist; denn hieraus 
allein folgt ja wegen der Eigenschaften imimodularer Systeme, dals 
ein solches System A äquivalent B ist, und dals demnach zwei 
Systeme A und B mit denselben Determinantenteilem einander äqui- 
valent sind, weil sie demselben reduzierten Systeme B äquivalent sind. 

Als imimodulare Elementarsysteme, zunächst fOr den Bereich (1), 
können und wollen wir in diesem Falle ansehen: 

1. die H — 1 Vertauschungssysteme Pk auf S. 369, 

2. das System 



Fi. 



fl, 1,0,. 
0, 1,0,., 
0, 0, 1,. 



3. das System 



r_i- 



•1, 0, 
0, 1, 



0, 0,...l. 
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Wir zeigen dann genan wie auf S 67^ dab man zn diesen die 

Systeme 



W. 



(^' 


±t, 


0,... 


0, 


1, 


0,... 


0, 


0, 


1,... 



+1 ' 



hinzunehmen kann, wenn man unter t eine beliebige aber ganze positive 
Zahl versteht; da diese Systeme durch die Elementarsysteme Pk und W^ 
darstellbar sind. Endlich sind die zu Pt und TT^ reziproken Systeme PI 
und TT-i hiemach ebenfalls gleich Produkten jener Elementarsysteme. 
Genau ebenso wie auf S. 372 folgt nun aus den Vexanderungen, 
welche ein ganzzahliges System durch vordere oder hintere Kompo- 
sition mit den unimodularen Systemen Pk und W±t erfahrt, der Satz: 

Ein System A mit rationalen Zahlenelementen geht in 
ein äquivalentes über, wenn man 

1. zwei Parallelreihen miteinander vertauscht, 

2. zu einer Reihe (Zeile oder Kolonne) ein ganzzahligee 
pontives oder negatives Multiplum einer Parallelreihe 
addiert, 

3. irgend eine Reihe (Zeile oder Kolonne) mit — 1 mul- 
tipliziert 

Durch diese Veränderungen kann nun das System (oik) 
in ein äquivalentes Diagonalsystem 



(1) 



{ed 



f ei, 0, ...0\ 
0, «I, ...0 



0, 0, 



.«!• 



übergeftQirt werden, dessen Diagonalelemente Ci samtlich nicht 
negative rationale Zahlen sind, von denen jede ein Teiler 
der folgenden ist. 

Wir können bei dem Beweise dieses Fundamentalsatzes gleich an- 
nehmen, dais das Anfangselement a^^ in A positiv und nicht gröfser als 
alle übrigen Elemente ist. Wäre das nämlich nicht der Fall, und wäre 
etwa üik seinem absoluten Werte nach kleiner als a^^, so konnte ja aa 
durch zwei Reihenvertauschungen an die Stelle von a^^ gebracht und 
hierauf, falls es negativ sein sollte, durch Multiplikation von H^ 
mit — 1 positiv gemacht werden. 
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Femer können wir gleich annehmen^ dab a^^ ein gemeinsamer 
Teiler aller Elemente von H^ und Ton V^ ist Wäre nämlich a^^ z. B. in 
au nicht enthalten, so können wir ja Ton der Yertikalreihe Vi das t-&che 
Yon Vi abziehen und die ganze Zahl t so bestimmen, daCs das nun an 
die Stelle von au tretende Element au^Ou — ta^ positiv und kleiner 
als a^ ist; dieses kann dann durch Eolonnenyertauschung wieder an 
die Stelle von a^^ gebracht werden. Durch jede derartige Operation 
wird nun a^^ verkleinert, und man zeigt leicht, dais diese Verkleinerung 
nach einer endlichen Anzahl solcher Yeränderungen aufhören muls. 
Ist nämlich d der gröüste gemeinsame Teiler aller n* Elemente des 
ursprünglichen Systemes (atk), so sind alle seine Elemente an ganz- 
zahlige Multipla Yon d] und da dieser Teiler bei jeder unimodularen 
Transformation ungeandert bleibt, so sind auch alle yerkleinerten An- 
fangselemente Multipla Yon d. Da somit a^^ immer um ein ganz- 
zahliges Multiplum Yon d, also mindestens um d selbst Terkleinert wird 
und anderseits nicht unter d herabsinken kann, so muls man zuletzt zu 
einem äquivalenten Systeme gelangen, in welchem alle Elemente Ton 
JETj und Vi ganzzahlige Multipla von a^ sind. Ist dies der Fall, so 
kann man alle Elemente a^^f • • • ^in ^uid a^^, . . . ani, dadurch zu Null 
machen, dafs man geeignete Multipla von F^ der Reihe nach von 
T^, . . . Fm und hierauf geeignete Multipla von H^ der Reihe nach von 
JB^, * . . Hn abzieht 

In dem so sich ergebenden äquivalenten Systeme 
a^, 0, ...0 
.gv 0, aii, . ..ain 

,0, Oni, . . . ann 

kann man es weiter durch die gestatteten Umformungen erreichen, 
daüs Oll auch in allen (n — 1)' Elementen aa als gemeinsamer Teiler 
enthalten ist In der Tat, wäre dies z. B. f&r aA nicht der Fall, so 
kann man Hi zu H^ addieren, so daüs die erste Zeile jetzt gleich 

wird. Dann kann man durch Subtraktion eines geeigneten Viel&chen 
der ersten Kolonne von der k^^ aU in H^ positiv und kleiner machen 
als Oll und dieses kleinere Element wieder an die Stelle von a^ bring^. 
So kann man fort&hren und a^ wieder so lange verkleinern, bis es als 
Teiler in allen Elementen von JS^ enthalten ist So erhalt man nach 
einer endlichen Anzahl von Umformungen ein äquivalentes System von 
der Form (2), in welchem nun a^ ein gemeinsamer Teiler aller 
(n — 1)" Elemente aU ist 
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Formen wir jetzt dieses innere System ((7a) in genan derselben 
Weise am, bis in ^ nnd V^ nnr noch das Anfangsglied a^ Torhanden 
ist nnd dieses ein Teiler aller anderen Elemente ist^ so wird hier- 
durch der aus H^ und T\ bestehende Band in keiner Weise geändert 
i^hrt man in derselben Weise fort, solange überhaupt noch von Null 
yerschiedene Elemente in dem betreffenden inneren Teile vorhanden 
sind, so erhalt man zuletzt ein äquivalentes Diagonalsystem 



( e,, 0, 
0, «I, 



0\ 
.0 



0, Cr, ... 

0, ... 0, 0, ... 

. Ö, ... 0, 0, ... , 

in welchem von den positiven Diagonalelementen jedes ein Teiler des 
folgenden ist 

Bezeichi^et man auch die (n — r) letzten Diagonalglieder dieses 
Systemes, welche sämtlich gleich Null sind, durch 

so erkennt man, daTs das so bestimmte reduzierte System 

f 6„ 0, . . . 



(3) 



0, e,. 



.0 



lO, 0, ...e.J 

in der Tat die oben bei (1) angegebene Eigenschaft hat, dais jedes seiner 
Diagonalglieder ein Teiler der folgenden ist. Dies haben wir soeben 
bewiesen, wenn jene Diagonalelemente alle positiv sind. Damit 
unsere Definition der reduzierten Systeme allgemeine Giltigkeit habe, 
wollen wir ein ftlr allemal festsetzen, daTs die Zahl Null durch jede 
von Null verschiedene Zahl und auch durch die Zahl Null selbst teil- 
bar genannt werden soll; diese Festsetzung steht mit der allgemeinen 
Definition der Teilbarkeit nicht im Widerspruch, weil ja die Gleichung 
a-b^c auch dann die ganzzahlige Losung a » besitzt, wenn c » 
und 6^0, oder wenn c = 6 = ist 

Da jedes Element et^t in (3) ein Vielfaches des zunächst vorher- 
gehenden ist, so können wir setzen 

(4) ei^i^eiSi, 

wo jedes Bi eine bestimmte ganze Zahl ist Nur die erste imter ihnen 
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kann eine gebrochene Zahl sein, wenn das ursprüngliche System (an) 
aus Brüchen besteht. So ergibt sich für jene n Diagonalglieder die 
Darstellung 

(5) 



^■"^1*8 *] 



nf 



WO die Zahlen «r+i; ^r+S; ••.£«! samtlich gleich Null anzunehmen 
sind. 

Wir wissen nun^ dafs durch die gestatteten Transformationen des 
ursprünglichen Systemes seine n Determinantenteiler 

(6) d^y d^,...dn 

nicht geändert werden, dafs also das soeben gefundene Dii^onal- 
System (ei) dieselben Determinantenteiler (6) besitzt, wie das ursprüng- 
liche System. 

Anderseits erkennt man aber sehr leicht, dals die Determinanten- 
teiler dieses Diagonalsystemes (3) bezw. gleich 

(7) 6i, e^ej, . . ., ejfj . . . en 

sind. In der Tat verschwinden ja in diesem Systeme alle Unter- 
determinanten einer beliebigen h^^ Ordnung, deren Zeilen und Kolonnen 
nicht gleiche Indizes haben, weil in ihnen mindestens eine Reihe lauter 
Nullen enthalt. Dagegen besitzt jede einer Kombination 

entsprechende ünterdeterminante h*^ Ordnung die Diagonalglieder 

^hf ^<i; • • • ^ii] 

alle ünterdeterminanten einer bestimmten k*^ Ordnung sind also gleich 

et^ßi^ . . . e<^, 

wenn (ti, . . . h) alle Kombinationen der Zahlen 1^ 2, . . . h zu je X; 
durchlauft, bei denen h < »t < • • - < n ist. Alle diese Produkte sind 
nun offenbar durch das erste unter ihnen 

teilbar, weil stets Si^ durch ei, d^ durch et, . . . 6/^ durch eu teilbar ist; 
und damit ist unsere Behauptung erwiesen. 
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Da somit die n Gleichungen bestehen 

aus denen sich durch Auflösung 

(Sa) 6, = d„ c, = ^, ^^i'"'^^-^ 

ergibt; so sind die Elemente des reduzierten Diagonalsystemes (ei) durch 
die Determinantenteiler des ursprünglichen Systemes A eindeutig be- 
stimmt Sind also Ä und B zwei Systeme, deren Determinantenteiler 
d^, d^, , . .dn übereinstimmen, so sind sie wirklich äquivalent, denn 

beide sind dann demselben reduzierten Systeme (ei) » (j- — j äquivalent 

Wir wollen im folgenden die n Elemente (e^, ^s^ - - * ^) ^^ ^^ ^ 
äquivalenten reduzierten Systemes die n Elementarteiler von A 
nennen, und wir wollen sie in dieser Reihenfolge als den ersten, 
zweiten, . . . n^^ Elementarteiler von A bezeichnen. Die Elementarteiler 
von A hängen dann mit den Determinantenteilem dieses Systemes durch 
die Gleichungen (8 a) zusammen, können also ebenso einfach wie jene 
berechnet werden. Dann können wir das jetzt gefundene Resultat in 
dem Satze aussprechen: 

Zwei Systeme A und B des Bereiches (1) sind dann und 
nur dann äquivalent, wenn ihre Elementarteiler beziehlich 
gleich sind. Ist das der Fall, so kann man stets zwei solche 
unimodulare Systeme P und Q finden, dals 

B^^PAQ, A^P^^BQ""^ 

ist 

Wörtlich derselbe Satz gilt nun auch ffir zwei Systeme A(r) 
und B(r) des Bereiches (r), und er wird auch wörtlich ebenso be- 
wiesen. 

Wir brauchen in diesem Falle den Beweis nur für ganze Systeme 
zu führen. Sind nämlich A(r) und B(r) gebrochene Systeme, so 
können sie nach S. 378 überhaupt nur dann äquivalent sein, wenn 
ihre Diagonalteiler gleich sind. Ist dies aber der Fall, und isiA^^dA^ 
B » äjBj), so können wir statt ihrer die primitiven Systeme Al^ und B^ 
untersuchen; und sind diese äquivalent, so gilt offenbar das gleiche 
für die beiden Systeme A und B, 

Auch hier zeigen wir nun, dals jedes System A durch vordere 
und hintere Komposition mit unimodularen Elementarsystemen auf die 
reduzierte Form 



(9) 
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fe,(r), 0, ... 
0, 6,(r),... 

0, 0, ...e.(r) 
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gebracht werden kann, in welcher jedes Diagonalelement ei(r) ein 
Teiler des nächstfolgenden ei^i{r) ist Da dann diese y^Elem^itar- 
teiler'* wieder mit den Determinantenteilem di(r), . . . dn(r) von A{r) 
durch die Gleichungen (8 a) zusammenhangen, also ftLr zwei Systeme 
Ä(r) und B(r) identisch sind, welche dieselben Determinantenteiler 
haben, so folgt auch in diesem Falle, dals zwei solche Systeme dann 
und nur dann äquivalent sind, wenn ihre Determinantenteiler oder 
ihre Elementarteiler beziehlich gleich sind. 

Als unimodulare Elementarsysteme sehen wir hier die folgenden an: 

1. die (n — 1) Yertauschungssysteme i^ ; 

2. die Systeme 

{l,t, 0,.. 

0, 1, 0, . . 

0,0,1,.. 



Fi- 



wo jetzt t eine beliebige ganze Funktion von r d. h. eine 
ganze GhrSDra des Bereiches (r) ist; 

3. das System 

CO,. 
0, 1,... 



WO C eine von Null yerschiedene Eonstante d. h. eine Ein- 
heit des Bereiches (r) ist 

Dann zeigt man wieder, dafs ein System in ein äquivalentes über- 
geht, wenn man zwei Parallelreihen miteinander vertauscht, oder zu 
einer Reihe ein YielfiEtches einer Parallelreihe addiert, oder wenn man 
eidlich eine Reihe mit einer Eonstanten multipliziert; denn alle diese 
Veränderungen entsprechen der vorderen oder hinteren Eomposition 
mit gewissen Elementarsystemen. 

Um nun durch diese Umformungen ein beliebiges ganzes System 



A^ 



^111 ^ii; •öl» 



Kroii«ek«r, n«tormSBMii«i. 



S6 
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des Bereiches (r) in die Form (9) überzufahren, verkleinern wir jetzt 
den Grad des An&ngselementes a^i(t*) so lange, bis alle übrigen Ele- 
mente von H^ und V^ gleich Null geworden sind. Zunächst bringen 
wir nämlich das Element niedrigsten Grades aik(r) durch Reihen- 
vertauschungen an die erste Stelle. Ist dann ein Element au(x) oder 
(iki(x) von H^ oder von V^ noch nicht durch o^^ teilbar, so subtrahieren 
wir von F< das <(r)-fache von V^ und bestimmen die ganze Funktion t(r) 
so, dats das neue Element 

von niedrigerem Grade wird als a^^. Alsdann bringen wir dieses 
Element an die erste Stelle und fahren so lange fort, den Gh:ud des 
Anfangsgliedes zu yerkleinem, bis sich ein äquivalentes System von 
der Form (2) auf S. 381 ergibt. Dann kann man genau auf die a. a. 0. 
angegebene Weise den Grad von a^ noch weiter yerkleinem, bis in 
dem äquivalenten Systeme 

0,1, 0, 0, ... 



0, 
0, 




..ai 
..ai 


ö, 


Olli, alt}- 


..< 



c^i ein gemeinsamer Teiler aller Elemente aU ist. Dividieren wir in 
diesem Systeme die erste Zeile noch durch den Koeffizienten der 
höchsten Potenz von r in Oi,, so erhalten wir ein äquivalentes System, 
in welchem der Koeffizient der höchsten Potenz von r in (inir) gleich 
Eins isi 

Formen wir nun das innere System (aa(r)) in gleicher Weise 
um, wodurch H^ und V^ nicht mehr geändert werden, so geht das 
System Ä zuletzt in ein äquivalentes System (9) über, und damit ist 
unsere oben aufgestellte Behauptung vollständig bewiesen. 

§6. 

Sind zwei Systeme A und B einander nach der zweiten engeren 
Definition äquivalent, so gilt offenbar dasselbe, wenn man die erste 
Definition auf S. 367 zu Grunde legt Haben iJso A und B dieselben 
Elementarteiler, so sind sie auch von gleichem Bange. Dies folgt auch 
unmittelbar daraus, dafs in einem Systeme vom Bange r die r ersten 
Determinantenteiler und somit auch die r ersten Elementarteiler von 
Null verschieden sind, während seine n — r letzten Determinantenteiler 
und die entsprechenden Elementarteiler alle Null sind. 
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Für die Untersuchung der Äquivalenz zweier Systeme kann man 
ebensogut die Determinantenteiler wie die Elementarteiler als charakteri* 
stische Invarianten einfOhren, weil die einen durch die anderen ein* 
deutig bestimmt sind. Ganz anders stellt sich aber diese Frage, wenn 
man die Bedingungen dafür auftucht, dab ein System B ein YielfiEU^hes 
eines anderen Ä ist. In diesem Falle müssen allerdings, wie auf 
S. 379 bewiesen wurde, die Determinantenteiler von B Multipla der 
entsprechenden Determinantenteiler von Ä sein; ist dies aber der Fall, 
so braucht B noch keineswegs ein Multiplum von Ä zu sein. Da- 
gegen gilt hier der Satz: 

Ein System B ist dann und nur dann ein YielfEiches von 
Ä, wenn seine Elementarteiler Multipla der entsprechenden 
Elementarteiler von Ä sind. 

Sind die Elementarteiler 6} von B Vielfache der Elementarteiler d 
von Ä, bestehen also die n Gleichungen 

(1) e} = fl^<e< «=i,i....ii), 

wo die gi ganze Groisen sind, so sind auch die Determinantenteiler di 

von B Multipla der Determinantenteiler di von Ä, wie aus den n 

Gleichungen 

d/ = ei . . . c5 = (jTi . . . jr,) (ei . . . e<) = Oidi «-i,...ii) 

unmittelbar folgt Dagegen folgt aus den n Gleichungen 

(2) dl^G.d, 

noch keineswegs das Bestehen der Gleichungen (1); denn dazu müJste 
jede der n ganzen GroCsen Gi, . . .On ein Teiler der folgenden sein, 
wie aus den Gleichungen 

j^di^Oi di ^ Qi 
di-i "" Gi-i ' *-.! Gi-i 

unmittelbar hervorgeht. Nur aus diesem Grunde werden wir im 
folgenden die n Elementarteiler eines Systemes als die ursprünglichen 
wesentlichen Invarianten gegenüber den n Determinantenteilem in den 
Vordergrund stellen. 

Dab das System B in der Tat ein Multiplum von Ä ist, wenn 
seine Elementarteiler ^i ganze Vielfache der Elementarteiler et von Ä 
sind, kann sehr leicht bewiesen werden. Ist nämlich 

so kann man vier unimodulare Systeme P, Q, 12, 8 so bestimmen, dab 

(3) PBÖ-(ei), BÄS^iCi) 
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ist Bestehen nun die n Gleichongen ei^giCi, welche in die eine 
Gleichung 

(4) («J) = O0(e0 

zwischen den beiden Diagonabystemen (et) und (^) und dem ganzen 
Diagonalsysteme (g^ zusammengezogen werden können^ so ergeben 
sich aus jenen Gleidiungen (3) und (4) die folgenden 

wo die ganzen Systeme P und Q durch die Gleichungen 
P^p-'{g,)R, Q^SQ"' 

bestimmt sind; und damit ist die erste Hälfte unseres Satzes bewiesen. 

Etwas weniger einüach ist der Beweis der Tatsache, dals auch um- 
gekehrt von den beiden zu B und zu Ä gehörigen Diagonabystemen 
(e)) und (ei) das erste ein ganzes Vielfaches des zweiten ist, wenn B 
ein Multiplum von Ä ist. Wir geben fOr diese Tatsache einen 
ganz besonders einfEU^hen Beweis, welcher von Herrn IVcbenius her- 
rührt 

Offenbar können wir bei diesem Beweise P»l annehmen; denn 
ist gezeigt, dats für einen beliebigen ganzen Multiplikator Q aus der 
Gleichung 
(4) B^AQ 

die Teilbarkeit des Diagonalsystemes (^Q durch das System (ei) folgte 
so gilt derselbe Satz auch für die vordere Komposition mit einem 
ganzen Systeme, wie man sofort erkennt, wenn man in der obigen 
Gleichung zu den konjugierten Systemen übergeht Also gQt dann 
derselbe Satz auch für die allgemeine Gleichung B^PAQ, 

Es seien nun R und S beliebige unimodulare Systeme. Wir 
schreiben dann die Gleichung (4) in der Form 

(4a) RB^(RA8)'(8'''Q) 

und wählen die Multiplikatoren R und S so, dals 

RAS=(e,) 
wird. Es sei nun 

(6) RB^B] S-'e=ir=(Äa) = (iri,fi„...Ä), 

wenn H^f H^, . . . Hn wieder die Horizontalreihen des Systemes H be- 
deuten; dann besitzt B dieselben Elementarteiler wie B, und H ist ein 
ganzes System. Dann ergibt sich aus (4) die Gleichung 

(6) B = (ei)H^(eiha) = (e,H^, e^H^y . . . <JnÄ). 
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Um nnn die Determinantenteiler von B zu finden, betrachten wir 
eine beliebige Determinante q*^ Grades 

(7) !>!> = I ei,Hi„ 6^ir^, . . . ei^Hi^ \ 

von B, welche ans den Horizontalreihen Hi^, Hi^, . . . Hi dieses Systemes 
gebildet ist Ist i^ <!,<••• <<^, so ist i^^l, i^^ 2, ... »^^ p; daher 
ist Ci^ durch e^, e^ durch e^, • * - €{ durch e^ teilbar. Dividiert man 
also in D^ Ht^ durch e^, . . . Hi durch e^, so wird Dq durch das Pro- 
dukt ei^^ . . . 6^ = df^ geteilt, und der Quotient 

wird eine ganz« Determinante q^ Ordnung, die sich von D^ dadurch 

unterscheidet, dats allgemein eu durch — ersetzt ist 

Da nun der gro&te gemeinsame Teiler aller Determinanten D^ 
gleich dem q^^ Determinantenteiler von B, also gleich d^ ist, so ist 

der grSIste gemeinsame Teiler aller Determinanten -^ offenbar gleich ^. 

Bildet man in genau derselben Weise alle Determinanten (q — 1)^ 
Ordnung 

(8) Di_i= |c,,£;„ e^H^, . . . c,^.,fl,^_J 

von B und dividiert sie alle durch das Produkt d^^i^e^e^ ...e^^i, 
so ist der grolste gemeinsame Teiler der so sich ergebenden ganzen 
Determinanten 

(8a) D_,= :5£iil= ^fl^, ^^^,... ^inlÄ , 

offenbar gleich ^^* Denken wir uns aber irgend eine der ünter- 
determinanten q^^ Ordnung ^ in (7a) nach ihrer letzten Horizontal- 
reihe entwickelt, so ist jede der dann als Koeffizienten auftretenden 
ünterdeterminanten (q — 1)^ Ordnung offenbar eine der Determinanten 

Also ist jede Determinante -^ homogen und linear mit ganzen 
Koeffizienten durch die Determinanten J"^ darstellbar, mithin auch 
durch ihren gemeinsamen Teiler ^^ teilbar. Hieraus folgt endlich,. 
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daÜB der grölbte gemeinsame Teiler ^ aller Determinanten -^ dnrch 
^^ teilbar^ daCs also der Quotient 

eine ganze Zahl g^ ist, und hiermit ist jener wichtige Satz in seinem 
vollen umfange bewiesen. 

Wir wollen im folgenden zunächst die Natur der Elementarteiler 
genauer untersuchen, welche durch die letzten Betrachtungen als die 
wichtigsten Invarianten der Determinantentheorie in den Vordergrund 
getreten sind. Wir werden sehen, dais in ihren ein£EU)hsten Eigen- 
schaften die wichtigsten und tie£9tliegenden Sätze der Determinanten- 
theorie und ihrer mannigfachen Anwendungen in den verschiedensten 
Teilen der Mathematik enthalten sind. 



Brack ron B. O. Teubner In DiMden. 
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